ड्जाकब्यजिषप्क वथरात्तों पके सिए 


सार ह॥ 


(कथा ऑऔउ कर प्रायत्यपुस्खप्क ) 


संपादक मण्डल 


हगा० एस० पी० सह जध्यक्ष 

इन्डियन इन्सटीउट्यूट झ्राफ टैक्नोलौजी 

नई दिल्‍ली 
श्वी आर० एस० भागवत खा० अनसोहन सिह अरोरा 
होमी भाभा सेन्टर फार साइनस एजुकेशन राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंघाद और प्रशिक्षण परिषद 
टी० आई० एफ० आर, जम्बई नई दिल्‍ली 
शा० एस० डो० अ्षोपड़ा हा० रास ओऔतार 
कुरुक्षेत्र विद्वचिद्यालय' राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान ओर प्रशिक्षण परिषद्‌ 
कुरुके न नई दिल्‍ली 
जआव० जाई० एस० लचर डा० एस० फके० सह गोतम 
सैन्टर फार एडवॉांसड स्टडीज इन मेथेमेटिक्स राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान और प्रशिक्षण परिषद्‌ 
पंजाब विश्वविद्यालय, चंडीगढ़ नई दिल्‍ली 
शा० सूर्य प्रकाश 
मद्रास इन्सटीट्यूट आफ टेक्सोलौजी 
अद्गभास 

झा० गी० वेजकीनन्दन संयोजक 


राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान और प्रशिक्षण परिषद्‌ 
नई दिल्‍ली 


गणित 
माध्यमिक कक्षाओं के लिए 
भाग 
(कक्षा ५४४7 की पाद्यपुस्तक ) 


भत्तमोहन सिह भरोरा आर० एसम० भाराबत एस० डी० चोपड़ा 
संपादक 


सनसोहन सिह अरोरा 





इस पुस्तक का प्रथम संस्करण राष्ट्रीय शेक्षिक अनुसंधान और प्रशिक्षण 
परिषद्‌ की अनुमति से जूलाई 977 में मैंससं दी मैकमिश्लन कम्पनी भाफ 
इन्डिया लिमिटेड द्वारा प्रकादित हुआ था तथा राष्ट्रीय परिषद्‌ की मनुभति 
से जुलाई 978 में उन्हीं के द्वारा पुनमुद्रित हुआ था। इसके बाद के 


पुनमु द्रण राष्ट्रीय दक्षिक अनुसंधान और प्रशिक्षण परिषद्‌ द्वारा प्रकाशित 
किये गये है । 


& राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान भर प्रशिक्षण परिषद्‌ ,977 


प्रथम संस्करण 


जुलाई [977 
अआषाढ़ ]899 
पुनसु द्रण 

खुलाई 978 

भाषाढ़ )900 

जन [979 

ज्येष्:गप. [90] 

मार्च 4980: 
चेतन ]907 
7.70. 40ा' 


“सल्य : रु० 3.40 


सुख पृष्ठ चित्र : सी० पी० टंडन 


प्रकाधान विभाग में, श्री विनोद कुमार पंडित राष्ट्रीय शैक्षिक भनुसंघान 
और प्रशिक्षण परिषद्‌, श्री अरविन्द साग्गें, नई दिल्‍ली ]0046 द्वारा प्रकाशित 


तथा पर्ल आफसेट प्रेस, 3/33, कौतिनगर इल्डस्ट्रीयल एरिया, नई दिल्‍ली 
]00 3 में म॒द्रित । 


प्राक्कण्स 


यह पुस्तक भारतीय रंगभूमि के अनुरूप गणित प्रस्तुत करती है। यह गणित न ती आधुनिक गे न्त्द्ढी 
* घरम्परागत ”'। यहाँ हमारे सामने जो भी है वह है अनावक्यक पृढ़ता का स्थाग करते हुए ओर विद्यार्थी को जीवन 
में गणित की ० 334 रूपता और अनुप्रयोगों की जानवकगरी देते हुए तथा इसके साथ ही आगे की खोज और अध्ययन के खिए 
उसकी कल्पना को जागृत करते पे उदाहरणों की सहायता से विकसित किया हुआ एक सरल), सुन्दर और सुरूप गणित । 
इस पाठ्यपुस्तक में कक्षा में कर न अनेकों गतिविधियाँ सुझाई गई हैं और विषय सामझी » विद्यार्थी के लिए परिपूर्ण 
बनाने हेतु श्नकों उदारता से रोेखिक आक्षतियों एवं जखिन्नों द्वारा समझाया गया है। परिषद, संपादक मंदल के अध्यक्ष 
डा० एम० पी० सिंह और उसके सदस्यों की ज्ाभमारी है जिनके सार्य दर्शन में यह काम पूरा किया गया । 


पहले इस सामग्री का संडल के सदस्यों के बीच शियेखन किया गया और इसके बाद ॥ सतम्बर मे 3 नवम्बर 9786 
तक 'राष्ट्रीय शिका संस्थान में आयोजित एक कार्यज्षालरा में, जिसमें इस सामग्री की ध्यानपूर्वक जाँणल और इसमें सुधार हेतु 
सुझाव प्राप्त करने के लिए संपुर्ण भारत से अनुभवी अध्यापकों और विंयय-विशेंयकों को आमंशित किया गया श्वा, 
इसका समीक्षात्मक विवेचन किया गया । 


पुस्तक का अंतिम लेखन और विषय-संपादन रा० मनमोहन सिंह अरोरा ने किया । टा० बी० देवकीनन्दस, 

श्री जी० डी० ढल', डा० एसे०, के० सिंह गौतम एवं श्री महेन्द्र शंकर ले माबक्यक सड्ायसा प्रदान की | डा० जार० पी 

गुप्ता, डा० बी० देवकीनन्दन एवं श्री. ईप्थर चच्छ ने उत्तर तैयार किए । हिन्दी संस्करण का विषय-संपादन झा ० सकी 

देवकीनन्दन एवं श्री महेन्द्र शंकर द्वारा किया गया । में इनमें से प्रत्पेक का वशिकश्षेद रूपए से प्रो० मनमोहसे सिंह अरोरा का 

कट ८3048 अपने व्यस्त कार्यक्रम के होते हुए धी संपादल कार्स को स्वीकार किया जौर बहुत कम समय के ऊ॑दर की 
| ; 


इस पुस्तक को अध्यापकों और विजद्रपक्थों के दावों में सॉपते प्रसऋता हो सी है । , पुस्सक के खगने 
संस्करण में सुधार हेतु, परिषद्‌ पाठकों के' जलूभर्यों फा स्थागंत 425 3 "अं छुमने सदेव +5 के लिए अख्के से 
अच्छी रूप में उचित सामप्री प्रदान करमे का प्रभक्र किया है । 


ह फ्स्क कै० फ्रिज ध् 
नई विस्सी शस्युत्रस निदेशक ््ि 
जून, 977 राष्ट्रीय जैविक अनुर्शधान' मौर अलिक्षण्य भरिकष 


४६ भ डर पा 


अस्तावना 


शिक्षा की 0-+-2 पद्धति के अंतर्गत राष्ट्रीय शेक्षिक अनुसंधान और प्रशिक्षण परिषद ने कक्षाओं ४१ से ७77] 
तक की गणित की 48 2083 | और इनसे संबंधित सामग्री तैयार करने में सहायता हेतु एक संपादक मंडल का निर्माण 
किया । संपादक मंडल ने बर्तेमान पुस्तकें, जीकि राष्ट्रीय शैंधिक अनुसंधान ओर भर शिक्षण परिपद्‌ ने तैयार की थीं, को 
देखने के अतिरिक्त व्यापक रूप से संपूर्ण स्कूल ढाँचे के लिए मऔौर विशंष' रूप से कक्का ७7 के लिए प्रस्तावित गणित के 
पाठ्यक्रम की जाँच की । ऐसा अनुभव किया गया कि शिक्षा की 0 + ०2 पद्धति के तत्वशान और उद्देश्यों तथा वर्समान 
पुस्तकों के प्रयोग करने वालों से जी समालीचनाएं प्राप्त हुई हैं उनको देखते हुए, इन / देन धर्तेमान पुस्तकों में एक दीर्घ संगोधन की 
आवदयकता है। मंडल का प्रत्येक सदस्य इस तथ्य से भी अभिज्ञ था कि विषयों को पढ़ाभे में जो विधि उपयोग में 
लाई जाए उसमें हमारी जनता और समाज की आवश्यकताएँ जौर आकांक्षाएँ प्रतिबिमभ्यित हों । 


अतः: इस पुस्तक में सरलता और सुन्दरता के साथ संकल्पतातों का भ्रस्तुतीकरण किया गया है। प्रत्येक संकल्पना को 
उपयुकक्‍त उदाह्रणों द्वारा प्रोत्साहित किया गया है। जहाँ तक संभव हो सका है अनावह्यक दुक्ृता का त्याग किया गया है | 
संकल्पना का उपसोग करने में विद्यार्थी के समयें होने के लिए अभ्यास हेतु हुल किए उदाहरुण अ्रत्रुर साजा में दिए गए है| 
जहाँ संभव हो सका है, यह दष्टिगत रखते छुए कि विद्यार्थी शिक्षणं>अध्ययन' प्रक्रिया में पूर्ण रूप से संदद्ध रहे, अध्यापक के 
लिए कक्षा में करने योग्य गतिविधियाँ सुझाई गई हैं। पुस्तक में रैजलिक आकृतियां चित्र उदारसा से दिए गए है 
जिससे कि विषय सामग्री 'परिधपृर्ण! हो जाए। 


इस पुस्तक की कुछ ओर मुख्य विशेषताएँ निम्न पेराआफों में वर्णित हैं : 


() संख्याओं की चर्चा केवल 82% | औौर पूर्ण संडयाओं तक दी सीमित रख्यी गई है। इसलिए शिकन्षों, पसिसेग 
संब्रयाओं, और दशमलक सिने को कक्षा ४77 के जिए छोड़ दिया गया है| 


(०) संकयाओं के कुछ रोचक गुणों, जैसे कि विभाज्यता की जाँच शत्यादि, को धासिक्ल किया गया है, संणाप इसकी 
उपपत्ति नहीं दी गई है। 


(3) विद्यार्थी को आधुनिक पारिभाधिक शब्द का कैवल वहाँ ही ज्ञान कराया गया है कक | उसकी जावश्यफता प्रतीत 
होती है तथा जहाँ इससे उसे फुछ लाभ होता हो । जदाहरणार्थे, यह कहा गया है कि पूर्ण संब्भाओं का सोग 
क्रमविनिसेय है। परन्तु इसके साथ ही, विद्यार्थी को सुझाव दिया गया है कि बह इस साम की खिंता के करे । उसे 
सो केवल यह तथ्य सीखना गौर देखना दाहिए कि दो पूर्ण संख्याओं के योग में क्रम फा कोई प्रभाव नहीं पढ़ता । 
जहाँ तक संभव हो सका है, अनावएयक आधुनिक पारिधाधिक शब्दों और संकेतों का परिस्माग किया गया है । 
है ई, विद्यार्थी को केवल एक आर संख्या और संक्योंक के बीच का अंतर बता दिया गया है । इसके आगे 
दोनों के बीच में कोई अंतर नहीं रखा गया है और दोनों शब्दों को एक दूसरे के स्थास पर प्रयोग किया गया [है । 


(4) प्रत्येक अनुच्छेद के अंत में दिए गए प्रदनों की संख्या इस प्रकार हैं कि विद्यार्थी उत्तको वि“. कुछ घंटों के 
कार्ये के रूप में कर सकता है | अनुच्छेद छोटे हैं जौर इसी प्रकार एकक भी ! इससे विद्यार्थी को, प्दो फुछ उसमे 
सीखा है उसकी जानकारी प्राप्त करते में सहायता मिलेगी । 


(5) कक स्थानों पर विविध प्रपावलियों को शामिल किया गया है ताकि विद्यार्यी पढ़ी हुई सामभ्री की पुनराजुत्ति 
कर सके । 


आंड प्रस्तावनी 


(6) प्रत्येक एकक के प्रारम्भ में उसका सारांश दिया गया है ताकि विद्यार्थी यह जान सके कि वह इस विशेष एकक में 
क्या पढ़ने जा रहा है | 


(7) अंकगणित, बीजगणित और ज्यामिति को मिलाकर एक ही पाठ्यपुस्तक बनाई गई है। 


(8) लाभ और हानि, साधारण ब्याज इत्यादि के अनुप्रयोगों का अध्ययत्त करते समय वास्तविक जीवन से संबंधित 
एवं सरल स्थितियों को शामिल किया गया है। 


(9) इसके लिए कि विषय सामग्री विद्यार्थी के लिए परिपूर्ण ' हो सके, ज्यामिति के अधिकांश परिणामी का सुझ्नाई 
गईं गतिविधियों द्वारा सत्यापन किया गया है। ' ु 


(0) पुस्तक की भाषा सरत और रोचक है। 7--2' आयु के बच्चे के शब्दकोश को दृष्टिगंत रखने का निरन्तर 
ध्यान रखा गया है। जहाँ तक हो सका है, सरल और छोटे वाक्यों का प्रयोग किया गया है। 


मुझे यह लिखने में गव है कि हमें जो कार्य सौंपा गया था वह हमें इसके लिए दिए गए अल्प समय में ही पूर्ण हो गया। 
निस्त॑देह यह मेरे साथियों में से प्रत्येक के स्वेच्छ और अपरिमित सहयोग से हुमा और में उनका आभारी हैँ। मंडल के 
प्रत्येक सदस्य ने कठोर परिक्षम और निष्ठा के साथ, अपनी शक्ति के अनुसार इसमें योगदान दिया। वास्तव में, गणित 
के लिए अपने को समर्पित करते हुए मंडल के प्रत्येक सदस्य ने जिस दलीय भावना से कार्य किया केवल उस के फलस्वरूप 
ही, विद्यार्थी के लिए, यह एक अच्छी प्रकार लिखी हुईं एवं रोचक पुस्तक तैयार की जा सकी । 


विशेषद्ूष से में प्रो० मतमोदन सिह अरोरा का झ्तज्ञ हें कि उन्होंने अपने अन्य भारी ज्यावसामिक कार्यों के होते 
हुए भी कम से कम समय में इस पुस्तक का संपादन किया। . इस काय॑ में उतकों डा० बी० देवकीनन्दन, श्री जी० डी० 
हल, ड० एस० के० सिंह गौतस एवं श्री महेन्द्र शंकर ने आवश्यक सहायता प्रदान की। पुस्तक के निर्माण कार्य का 
निरीक्षण डा० आर० पी० गुप्ता, डा० बी० देवकीनन्दन, डा० एस० के० सिंह गौतम, डा० राम औतार एवं श्री महेन्द्र 
शंकर द्वारा किया गयां। डा० आर० पी० गृप्ता, डा० बी० देवकीनन्दन एवं श्री ६४१२ चन्द्र ते उत्तर प्रदान किए। हिन्दी 
संस्करण हम डा० बी० देवकीनन्दन एवं श्री भद्देख शंकर ने किया। में सच्चे हृदय से इन में से प्रत्येक का 
बहुत इतज्ञ है। 


जिन प्रतिबन्धों के अंतगत हमें कार्य करना पड़ा उनके कारण यह बहुत कुछ संभव है कि पूर्ण सावधानियों के लेते 
हुए भी कुछ छपाई संबंधी या अत्य अशुद्धियाँ हमारे ध्यात से बच गई हों । 


कि इस पुस्तक में सुधार हेतु किन्ही भी सुझावों का मंडल स्वागत करेगा और अत्यन्त इृतज्ञता के साथ उन्हें स्वीकार 
करेगा ! 
एम० पी० सिह 


अध्यक्ष 
नई दिल्‍्सी संपादक मंडल 
शत, 977 


कतजझंताज्ापन 


राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंघान और प्रशिक्षण परिषद्‌ निम्न व्यक्तियों की आभारी है जिन्होंने 4 से 3 तवम्थर 978 


तक एन० आई० ई० कैम्पस, नई दिल्‍ली में आयोजित एक कार्यशाला में इस पाठ्यपुस्तक की प्रथम सामझी का समीक्षात्मक' 
विवेचन किया: 
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श्री ए० भ्रार० भाहूजा 

घनपतमल' विरमाती स्कूल, रूप मगर, दिल्‍्सी 
डा० मनभोहन सिंह भरोरा 

राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान और प्रशिक्षण परिंचद्‌, नई दिल्ली 
डा० 'राम जौतार 

राष्ट्रीय शैक्षिक अनु संघान और प्रत्षिक्षण परिषद्‌, नई दिल्‍ली 


, श्रीमती जी० टी० एस ० चड़डा 


केन्द्रीय विद्यालय, आर० के० पुरम, नई दिल्‍ली 


' भीमती सुशीज चावला 


केन्द्रीय विद्यालय, गोज मार्कट, नई दिल्‍ली 


, ढा० एस० डी० चोपड़ा 


कुदकेत्र विषयविद्यालय, कुरुकेंत्र 


, भी एम० एस० दहिया 


राजकीय उच्चतम माध्यमिक बालक विशांलय, रूप सगर, दिल्ली 


, डा० ब्री० देवकीनत्दन' 


राष्ट्रीय शैक्षिक जनुसंघान और प्रशिक्षण परिषद्‌, नई दिल्‍ली 
श्री जी० डी० दल 

राष्ट्रीय शैकिक अनुसंधान और प्रशिक्षण परिषद्‌, नई दिल्‍ली 
डा० एस० फे० सिं्दं गौतम 

राष्ट्रीय शीक्षिक अनुसंधान' और प्रशिक्षण परिषद्‌, नई दिल्‍ली 
डा० आार० पी० गुप्ता 

राष्ट्रीय शैक्षिक अनु संघधान और प्रशिक्षण परिषद्‌, महँं दिल्ली 
की एस० आर० जयपाल 

कैन्द्रीय विद्यालय, आर० के० पुरम, नई दिल्ली 
क्री आर० कानत 

बेसेंट शियोसोफिकतल हाई स्कूल, थिदवानसियूर, मद्रश्स 
श्री, एन० कृंष्नमाचारी 

आर० फे० एम० रेसीडेन्शल हाई स्कूले माईलापोर, सद्गास 


कृताासाप जाप्यश्नत 


आ्वीसतलोी पएसण खलल्लछ्ोचआ्ा 
लेडी हछररचिन क्लायर सैकेन्छनी सकल', कल्र्दई दिल्‍ली 
ब्ु> चे७० संसुख्यानी 
क्ैज्ली डार्रचिन्दर क्कायर सैव्क्ेन्छडरी स्कल', नारद खिल्‍ल्नली 
७० जा समेकछतलडए 
दिल्‍ली पब्लिक स्कूल, नाई दिल्ली 
च्ुछ खिसला गोललवलानतो 
राजकीय कन्या उच्चतर माध्यमिक चिलआजनय 
आव०छ ए०णए आआर० जाई० प्रूलसा, नाई बिल्ली 
अयी जलवनलीजआहज्ड चायड़ू 
पटापज्कीय जुकन्दियर कालेज, छैदराजाद 
अ्यी आवरण जी० ज्यांग्िया 
केन्द्रीय वविच्याव्कय, दिल्‍ली च्छावनती, दिल्‍ली 
ध्यी सोहछिन्दरट ्याज 
स्केन्द्रीय खब्विक्ययलस', जूनन्‍कपघुंकतती, फसल सदिल्ल्‍्की 
वअ्वी अचलकान ईस्िछ आरयकौर 
राजकीय ज्ूमियर ब्ेब्शिक सकल, जबलपुर 


«» आओ घस्मेथय३ चअआच्ट्रर सच्याठया 


राजकीय सेंकेन्डरी स्कूल, कोटासिया, राजस्थान 
ज्ञा० व्यी० एम ७० स्यातह्ठ 

रउुस्त ७० एस ० यानिवस्विटी माफ बज्औीौदा, चबड़ीदा 
व्जी सद्ेन्द्र शंकाञथ 

उाबष्ट्रीय' शैघ्लिक अनुस्तंधान कौर प्रशिक्षण परिषद्‌, नई दिल्‍ली 
वजीसली प्स्स० श्रम 

स्िजप््ॉंगडे ल्‍सा सीलचियर स्कूल, नाई दिल्ली 
अ्मी इन्दब्र्जील सिलछ 

एसस्‍्डू ०» एस» स्कालसा ह्लूग्थर सैंक्तन्छरी सर्कल, नई दिल्‍ली 
ज्ञात ० इज्म ० पी० सिल्‍्ल 

रछल्डियन इन्स्रीट्यूट आप टैकन्रेलोीजली, नक_शई प्िल्ल्‍ी 
ख्कीस्त्ती एस> स्छूसद 

कन्क्रीया विद्यालय, एन्सस्जगंज', नर्झ दिल्‍ल्ल्‍ली 
ल्यी क्किशनालाल्न' श्वीजास्सस्थ 

राजकीय स्िंिंबजल' सकूल', जवसलपघुष्य 


अध्यापक के लिए निर्देश 


अध्यापक का एक अत्यधिक महत्वपूर्ण कार्य है कि विपस साभग्री को विद्यार्थी के सम्मुख इस' प्रकार पंच सलत करना कि 
बहू उसकी कल्पना को “जागृत ' कर सके । एक ' अच्छे ” अध्यापक से केवल अपने विद्याथियों को लाभ की ही 
आशा नहीं की जाती बल्कि उससे यह भी आशा की जाती है कि बह ऐसे कदम भी उठाएं ताकि उनके लाभ की “ परिपूर्ण ' 
रखा जा सके । शिक्षण-अध्ययन प्रक्रिया में, पुस्तक बहुत से साधनों में से केवल एक साधन है। वास्तव में जो कार्य 
करने वाला है वह अध्यापक ही है। अतः इस पुस्तक को पढ़ाते समय निम्न बातों को ध्यान' में रखना चाहिए : 


(7) जहाँ तक संभव हो सका है विद्यार्थी को प्रारम्भ में पहले यह बताया गग्रा है कि किसी विशेष एकक सें वहू कया 
पढ़ने जा रहा है। तब प्रत्येक संकल्पना का छुक सरल उदाहरण या एक स्तरन' स्थिति के द्वारा परिचय कराया 
गया है। इसके बाद विद्यार्यी को तक संगत और क्रमबद्ध चरणों की एफ प्यंखछला की सहायता से कठिमता के 
बांछित' अक्षांश तक मे जाया जाता है। 


(2) कोई 'भाधुनिक गणित नहीं है और कीई परम्परागत ' गणित नहीं है। दोनों ही नाम अमात्मक हैं। इस 
पुस्तक में हमारे सामने जो भी है बह है अनावद्यक ददुता से' रहित, वास्तविक जीवन की स्थितियों के आशाजनक 
अनुरूप तथा इसके साथ ही आगे के अध्ययन जौर खोज के लिए विद्यार्थी की कल्पना को ' जागृत ' करने में समर्थ 
एक सरल, सुन्दर और सुरूप गणित। जो मावेश्यक है वहु है, जहाँ संभव हो गतिविधियों का प्रयोग करते हुए, 


विद्यार्थी को गणित का अनुभव कराते हुए और उसे उसके अपने हाथ और मस्तिष्क से गणित ' करवाते ' हुए 
आधुतिकतम शिक्षण | 


(3) लिखने का ढंग कुछ शाब्दिक है । अनौपलारिक और अनुसंघानिक विधि के पक्ष में-दुढ़ता का त्याग किया गया है । 
(4) कठिन प्रद्नों को तारांकित किया गया है। 


(5) पुस्तक में विभिन्न स्थानों पर क्‍यों 7" लगा दिया गया है। यहाँ अध्यापक की विद्यार्थी द्वारा उत्तर देने पर जोर 
देना चाहिए। कैनल अंत में ही, यदि आयश्यक हो तो, अध्यापक की स्वर्य उत्तर देने पर विचार करना चाहिए | 


(6) भ्रष्टतों को कठिनता के आरोहीकम में रखा गया है। विद्यार्थी के योग्यता स्तर को देखते हुए गृह कार्र हेत इन 
प्रदनों की संख्या में वृद्धि की जा सकती है या इनमें से केवल कुछ ही प्रश्न गुद कार्य के सिए दिए जा सकते हैं | 


विछथों फे लिए निर्देश 


आप इस गणित की पुस्तक का अध्ययन आरम्भ कर रहे हैं। यदि आप प्रारम्भ में ही सीखने की कुछ “अच्छी ' 
प्रवृत्तियाँ बना लेंगे, तो आप पाएँगे कि गणित का अध्ययन बहुत ही सार्थक और रुचिकर है। कुछ “अच्छी 
सीखने की प्रवृत्तियाँ सुझाव के तौर पर नीचे दी जा रही हू : 


.- गण्पिस केषल है २4 करके ही सीछी जाती है। केवल' अपनी पाद्यपुस्तक को ही न पढ़ें। सर्देव एक पेंसिल 
और कागज और पाठ्यसामग्री की सहायता से “कार्य * प्रारम्भ कोजिए । 


० पाठ्यसामन्नी में जहाँ जहाँ भापको शब्द क्‍यों ?! मिले, वहाँ आप उसके कारण देने का प्रयास करें। 


3. एक ही प्रपत पर जधिफ समय व्यतीत न करें। यह सर्देव अच्छा है कि आप नए भ्रइन को हल करें और कुछ समय 
बाद शुद्ध मस्तिष्क से उस श्रइन को हल करें जिसमें आप क़ठिनाई अनुभव करते हैं। 


4. भनुष्य के मस्तिष्क में केवल सीमित सूचनाएँ ही इकट्ठी रह सकती हैं। जिस वस्तु का अधिकतर उपयोग नहीं होता, 
उसे प्राय: भंडार से हटा दिया जाता है। इसलिए यह जच्छा होगा कि आप प्रत्येक एकक फे भूलभूत परिणामों री 
संक्षिप्त भूणी ब्रना लें और ससय-समय पर उसका पुनरायलोकन करें। 


संकेत - सूची 


४ योग 

५ भटाना/व्यवकलन 
:.. विभाजन 

*. गुणन 

: कम है/छोटा है 

: बराबर है/समान है 
अधिक है/बड़र है 
निरपेक्ष मान 
प्रतिशत 

कौण 

तजिभुज 

समांतर है 

:  जन्‍्ब है 
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एकक 7 


धनपूर्णाक और पूर्ण संख्याएँ 


आप पिछली वक्षाओं में “पाणो के गाक (॥6/04 ॥/॥807) और ' पूर्ण संख्याओं (४७॥४0/ 
॥४7॥४8/5) के कुछ तथ्यों और गुणों के विषय में पहले ही पढ़ चुके हैँ। इनमें से कुछ तथ्यों और! 
गुणों का हम इस एकक में पुनरावलोकन करेंगे। 


).। घनपूर्णांक 


आपको अपनी छठी कक्षा के लिए कितनी पुस्तकें खरीदनी पड़ीं ”? आपके परिवार में कितने सदस्य 
हैं? एक सप्ताह में कितने दिन होते हैं? अंग्रेजी वर्णमाला में कितने अक्षर हैं? उपर्युक्त प्रद्नों के उत्तर में 
संख्याओं का प्रयोग करना पड़ेगा। आप कह सकते हैं कि आपको छठी कक्षा के लिए आठ पुस्तकें खरी- 
दनी पड़ीं या कि आपके परिवार में पाँच सदस्य हैं। भाप जानते हैं कि एक सप्ताह में सात दिन होते 
हें तथा अंग्रेजी वर्णमाला में छब्बीस अक्षर होते हैं। 


उपर्युक्त उदाहरणों में सख्याएँ आठ, पाँच, सात, छब्बीस धनपूर्णांक हैं। इनके अतिरिक्त 
और भी अनेक धनपूर्णाक हैं जैसे कि एक, दो, तीन इत्यादि। इन संख्याओं का किसी' संग्रह 
(८0॥४८॥०४) की वस्तुएँ गिनने या गणन (८0४॥४) करने में प्रयोग किया जाता है। इसलिए 
इस संख्याओं को गणन संख्याएं (८0४77708 722॥77705 ) भी कहते हें । 


यदि आपकी कक्षा में आं ध्रप्रदेश का कोई विद्यार्थी है तथा यदि उससे पूछा जाता है कि उसे छठी 
कक्षा के लिए कितनी पुस्तकें खरीदनी पड़ीं तो वह कह सकता है कि एनिसिडी (/27/४॥४/ )। एनिमिडी 
तेलगू भाषा का शब्द है जिसका अर्थ है आठ। संख्या आठ के अलग अलग भाषाओं में अलग अलग नाम 
हैं जैसे कि तामिल में एटट ( बा अंग्रेजी में एट (2४20४), संस्कृत में अष्ठ (4४४८), जमेंन में 
आउट (4०४) | इसी प्रकार संख्या के विभिन्न भाषा में विभिन्न नाम* होते हूँ । 





*अध्यापक के लिए निर्वेश 
[कक्षा में करने मोग्य गतिविधि (46॥7४)) के लिए सुझाव] 
' प्रत्येक विद्यार्थी को सुझाव दीजिए कि वहूं जितती भी भाषाओं में हो सके अपने प्ताभियों, पड़ोसियों और मिन्रों 
से संख्यातों एक से दस तक्र के विभिन्न नामों का पता लगाए। तब इस सूचना को कक्षा में इकट्ठा करके एक सारणी 
फे रुप में प्रस्तुत करें। इसके बाद एक चार्ट बताया जा सकता है और उसे कक्षा में प्रदशित किया जा सकता है। 


9 गणित 


.2 संख्या ओर संछयांक 

नामों के अतिरिक्त लेखन कार्य में, हम संख्याएँ निरूपित करते के लिए संकेतों का प्रयोग करते 
है। ये संकेत भी अलग अलग भाषाओं में अलग अलग प्रकार के हैं। उदाहरणार्थ संख्या तीन को 
हिन्दी में ३, अंग्रेजी में 3, उर्दू में # लिखते हैं।' यदि आज प्राचीनकालीन मिस्र का कोई व्यक्ति जीवित 
आ जाए तो वह तीन के लिए लिखे गए उपर्युक्त संकेतों में किसी को भी नहीं पहचानेगा और वह तीन 
को निरूपित करने के लिए संकेत ॥॥। का प्रयोग करेगा। न्‍ 

संख्याओं के संकेतों* को संख्यांक (#;7722/) कहते हैं। [इस प्रकार, संख्याओं और 
उनके संख्या-संकेतों अर्थात्‌ संछ्यांकों में अंतर है। परल्तु इस स्तर पर हम इन दोनों संकल्पनाओं 
(८००४८८१४४ ) के इस अंतर पर कोई महत्व नहीं देंगे :| 


, 3 स्थात्तीय मान तथा अंक 0 

जब छोटे संग्रहों तक ही गिनना सीमित था तो विभिन्न गणन संख्याओं के लिए विभिन्न संख्याओं 
का प्रयोग करना संभव था। परन्तु जब बड़े बड़े संग्रहों के गिनने की आवश्यकता हुई तो प्रत्येक गणन 
संख्या के लिए एक भिन्न संकेत रखना असुविधाजनक श्रतीत हुआ। इसके लिए क्रमशः वस्तुओं के 
निश्चित साइज़ के छोटे संग्रह या समृच्चय बनाने के सिद्धान्त पर आधारित एक विधि का विकास हुआ। 

उदाहरणार्थ, मिस्रवासियों ने दस दस वस्तुओं के संग्रहों का प्रयोग किया। उन्होंने संख्या दस को 
0 से निरूपित किया। तब ग्यारह को 0। (अर्थात्‌ दस और एक) लिखा गया। बारह को ॥॥ 
से निरूपित किया गया, इत्यादि। उस्नोस को 5|॥|| तथा बोस को 0/ लिखा गया। मौ 


के लिए संकेत € का प्रयोग किया गया। यद्यपि यह विधि पहली विधियों से अच्छी थी परन्तु फिर 
भी बड़ी संख्याओं को निरूपित करने के लिए यह विधि बहुत ही असुविधाजनक थी । 

संख्याओं को संख्या-संकेतों से निरूपित करने की एक बहुत ही सुविधाजनक विधि जो कि 
आजकल बहुधा प्रयोग की जाती है स्थानीय सान (//४८८ ४६(४८) की संकल्पना पर आधारित है। 
इस विधि का आविष्कार प्राचीन हिन्दू गणितज्ञों ने किया और अरबवासियों ते इसे पद्चिमी देध्ों 
तक पहुँचाया । इस विधि को हिन्दू-अरेबिक अंकन पद्धति (/770४४-/६४॥४ $956॥ ० हक 
कहते हें। आजकल, संसार के अधिकतर देश इसी विधि का प्रयोग करते हैं। अतः इस पद्धति 
अंतर्राष्ट्रीय अंकन पद्धति (/#/श7067 4 695४8 0 '/४॥॥४०४०॥) कहना उपयुक्त होगा । 

इस पद्धति में मूल संग्रह का साइज़ 'दस' चुना गया है। यह शायद इसलिए कि जब मानव को 
पहले पहल ग्िनते की आवश्यकता प्रतीत हुई तो उसने अपने दोनों हाथों की उंगलियों का प्रयोग किया 
था। अतः दस एकक  (&४) से एक दस ' बनता है, दस दस” से एक 'सौ' बनता है, दस 





*अषध्यापक के लिए निर्देश 
(कक्षा में करने योग्य गतिविधि के लिए सुझाव) 
... प्रत्येक विद्यार्थी को सुझाव दीजिए कि वह जितनी भी भाषाओं में हो सके अपने साथियों, पडोसियों और मित्रों से 
संख्याओं एक से दस तक के लिए विभिन्न संख्या-संकेतों का, पता लगाए। तब इस सूचना को कक्षा में इकट्ठा करके एक 
: सारणी के रुप में प्रस्तुत करें। इसके बाद एक चार्ट बनाया जा सकता है और उसे कक्षा में प्रदर्शित किया जा सकता है। 


धनपूर्णांक और पूर्ण संल्याएं 


“सौ से एक हज्ञार बनता है, इत्यादि। एकक रुथान (॥7775 4८४ ) से प्रारम्भ कर और उसके 
बाई ओर को चलते हुए उपर्युक्त संग्रहों में से प्रत्येक को क्रम से एक एक॑ स्थान (#/६८४ ) निदिष्ट किया 
गया है। इस प्रकार, एकक स्थान से ठीक बाईं ओर पहले दस का स्थान (४2४75 /४८८८) है, दस के 
स्थान से ठीक बाई ओर पहले सौ का स्थान (#४॥4/४४१४ /2८८४) है, इत्यादि । 


___ विधा की दृष्टि से हम नीचे इन स्थानों को एक चार्ट* के रुप में निरूपित कर रहे हैं:._ की दृष्टि से हम नीचे इन स्थानों को एक चार्ट* के रूप में निरूपित कर रहे हैं : 
5 कं. है 
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रू 


० | 
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हि 5 फफक 2४ के रु ५ 
स्‍्ज्न | बा 


00, 0 

0,00, 00 
3,00, 00 0 

40, 000 


0,00, 00, 0 0 


संख्याओं को अब संकेतों 7, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 का प्रयोग करके निरूपित किया जा 
सकता है। इनमें प्रत्येक संकेत का मान उसके द्वारा धारित स्थान पर निर्भर करता है। उदाहरणार्थ 
संख्या एक सौ तेइस एक सौ, दो दस, और तीन एकक के संग्रह को निरूपित करती है । 

आपको स्मरण होगा कि इसे सौ के स्थान पर ॥, दस के स्थान पर 2 तथा एकक के स्थान पर 3 
रखकर लिखा जाता है और इस प्रकार हमें संकेत 23 प्राप्त होता है। एक सौ तीन ३ 20 | बं, 
संग्रह के विषय में आप क्‍या कहेंगे ? इस संग्रह में एक सौ, कोई दस नहीं तथा तीन एकक हैं। 
ही इस संग्रह को संकेत 3 से निरूपित करना सही नहीं होगा। (क्यों? ) हमें तीनों स्थानीय मानों 
अर्थात्‌ 'सौ', दस” और 'एकक' का प्रयोग करना चाहिए। साथ ही हमारे पास एक संकेत यह निरूपित 
करने के लिए होना चाहिए कि इस संग्रह में एक:भी दस नहीं है। यह हमें एक अतिरिक्त संकेत (0! 
( हे शामिल करने से प्राप्त होता है। जिस स्थान के संगत कोई संग्रह न हो उस स्थान को दर्शाने 
के 0 का एक स्थान धारक (/#/८८८ ४०४४४ ),के रूप में प्रयोग किया जाता है। संस्कृत में भी 
इसे शून्य कहते हैं जिसका अथें है रिक्त (४४१४) )। [इससे यह संकेत मिलता है कि शून्य द्वारा धारित 
स्थान रिक्त है। इस प्रकार एक सो तीन को संकेत 03 से निरूपित किया जाता है। 

यद्यपि स्थानीय मान की संकल्पना का प्रयोग दूसरे देशों जसे कि बेबीलोनिया के निवासियों द्वारा 
प्रारम्भ किया आप. इस बात का श्रेय 35 | द्वारा आविष्कारित अंक 0 को है जिसकी सहायता 
से एक बहुत ही अंकंन पद्धति का निर्माण हुआ। 

!, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 और 0 में से प्रत्येक संकेत को अंक (८॥277) कहते हैं। 45, 
दो अंकों की संख्या (या संख्यांक) है, 27, तीन अंकों की संख्या है, 8, एक अंक की संख्या है । 

जब किसी संख्या में एक से अधिक अंक होते हें तो प्रत्येक अंक का मान उसके स्थान के अनुसार 
होता है। इस प्रकार, प्रत्येक अंक का अंकित सान (/४८८ ०४४४) के साथ साथ स्थानोय मान 
(#7०८८ ०८४४०) भी होता है। किसी मंक विशेष का अंकित मान सदेव समान रहता है चाहे वह 


"हमने घार्ट में संकेतनों 0!, 303, 0%, इत्यादि का प्रयोग किया है। आपको थ्राद होगा कि 0*%०0, 
00०]0200, 07०]0) 0)९0, इबादि। 


हे । गणित 


किसी भी स्थान पर आए। उदाहरणार्थ, संख्या 27 में 2 का अंकित मान 'दो' है अबकि उसका 
स्थानीय मात 29< 0 अर्थात्‌ 20 है। ' 


अब, स्थानीय मान के सिद्धान्त का उपयोग करते हुए किसी भी संख्या को उसके विभिन्न अंकों 
के स्थानीय मानों के सूचित योग (#/#6/८6४४र्ध 5४७ ) के रूप में लिखा जा सकता है। उदाहरणार्थ, 
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_ जब कोई संख्या सूचित योग के रूप में लिख दी जाती है,जैसा कि ऊपर दिखाया गया है, तो 
हम कहते हैं कि हमने संख्या को प्रसारित संकेतन (४5/४4/४६४४ ४9/479४) में व्यक्त कर दिया है। 


किसी संख्या को लिखतें समय यह परम्परागत है कि सबसे बड़े स्थान पर 0 को छोड़ कर कांइ 
और अंक लिखा जाता है। ड्रदाहरणार्थ संख्या छःसों पछ्चीस को 0625 न लिखकर 625 लिखा 


जाएगा | 


प्रश्नावली .7 


. निम्न में से प्रत्येक में सात' का स्थानीय मान क्या है ? 
(7) 070 (॥) 560897 ()) 7000902 (7५) 70000000 
'2, संख्या 80475 में 4 और 7 के स्थानीय मानों का गुणनफल ज्ञात कीजिए । 
3. संख्या 623 में 2 के स्थानीय मान और अंकित मान का अंतर ज्ञात कीजिए । 
- 4. वह अंक निर्धारित कीजिए जिसका 720 में स्थानीय मान 0 है। 
5. निम्न में से प्रत्येक के तदनुरूपी संख्या लिखिए: 
(4) 5%८000--32८00-- 22८ 0-+- 62 ] 
(4) 7>८7009000--8 » 0000--9 2 00-+-52८0-- 2»< । 
(हा) 2>< 00--- 32८ 07-- 89८ 0१-- ५८ 4 


घनपुूर्णाक झौर पूर्ण ग्ंब्याएँ 5 
6, भिम्न में से प्रत्येक को प्रसारित संकेतन में लिखिए : 
(7) 2406 [7) 45968 . ([शं) 400000.. (7५) १000व 


7, अंकों 3, 5, 7 का प्रयोग करने हुए 3 अंकों की सभी संभव संख्याएँ लिखिए जबकि एक 
अंक एक संख्या में केंवल एक ही बार प्रयोग क्रिया जाता है। इन संख्याओं का योग 
ज्ञात कीजिए | 


8, अंकों 4, ४, 8, 6 का प्रयोग करते हुए 4 अंकों की कोई भी पाँच संख्याएँ लिखिए जबकि 
एक अंक संख्या में केवल' एक ही वार प्रयोग किया जाता है । 


9, अंकों 9, 2 और 0 का प्रयोग करते हुए 3 अंकों की कितनी विभिन्न संस्याएँ बनाई जा सकती 
हैं जबकि कोई भी अंक दोहराया न जाए ? 


१0. 5 अंकों की एक ऐसी संख्या लिखिए जिसके अंकों को उलदे क्रम में लिखते पर संख्या में कोई 
परिवर्तत न हो! संख्या को पढ़िए | 


, 4 से लेकर 98 तक के सभी घनपूर्णाकों में एकक स्थान पर अंक 5 कितनी बार आता है! 


.4 संख्या-शुर्य 


बिक. 


. हम यह देख चुके हूँ कि किस प्रकार एक स्थान धारक के रूप में संकेत '0' को शामिल करके, 
स्थानीय मान के सिद्धान्त पर हम किसी भी संख्या को, चाहें वो कितनी भी बड़ी हो, लिखने में समर्थ 
हो सके। अंक '0' से भिन्न परन्तु उतनी ही आवदयक संख्या शून्य (#8॥700 ८0४०) को 
संकल्पना है। 


यदि आपको उपहार में एक टॉफियों का डिब्बा मिले और आप सभी टॉफियों को अपने सित्रों 
में बांट दें तो डिब्बे में कितनी टॉफियाँ शेष रहेंगी ? कोई नहीं ! या यदि आपकी कक्षा की समाप्ति 
पर सभी विद्यार्थी कक्षा से बाहर चले जाएँ तो कक्षा में कितने विद्यार्थी शेप रहेंगे ? कोई नहीं ! स्पष्ट 
है कि डिब्बे में शोष बची हुई टॉफियों या कक्षा में शेष बचे हुए विद्यार्थियों की संख्या व्यक्त करते के लिए 
किसी भी गणन संख्या का प्रयोग नहीं किया जा सकता । अतः: ऐसे संग्रह के अवययों की संख्या, जिसकी 
सभी वस्तुओं को बाहर निकाल लिया गया है, को भी व्यक्त करने की आवद्यकता है। ऐसे संग्रहों 
के अवयवों की संख्या को व्यक्त करने के लिए संख्या शून्य (जिसे संकेत ' 0 द्वारा व्यक्त किया जाता 
है) का प्रयोग किया जाता है। 


संख्या "0 और गणन संख्याएँ (या घनपूर्णांक)!, ७, 3, ... मिलकर एक समुच्चय 3 
हैँ जिसे पूर्ण संस्याओं का समुच्चय (5 री ००४०/४ ॥7४/४7) कहते हें। इस प्रकार पूर्ण संख्याएँ 
हूँ: 0, !, 2, 3, 4, 5, ... ! 


6 गणित 


!. 5 पूर्ण संड्याओं का संख्या रेखा पर निरूपण 

पूर्ण संख्याओों को संख्या रेखा (#४772४/ /॥/) पर निरूपित करना बहुत उपयोगी है । 
इस निरूपण से संख्याओं के कुछ गुण खोजने में सहायता मिलती है। आप यह जानते ही हैं कि संख्या 
रेखा पर पूर्ण संख्याएँ किस प्रकार निरूपित करते हैं। हम यहाँ संक्षेप में इस विधि का पुनरावलोकन 
करेंगे । 

हम एक रेखा खींचते हैं और उस पर कहीं भी एक बिंदु (0 अंकित कर लेते हूँ । या प्रारम्भ 
क्र! और उसके दाईं ओर बराबर दूरियों पर हम एक के बाद एक निशान लगाते हैँ। (देखिए आकृति 
.) 


किनककनननीननीनननान--म+क न ननननज + लि -चनजन+ न लत तई२२२२२२७२२२२/-----.-+०७७-----%-_ 
0 4 है 3 4 5 6 7 8 छे 0 
आक्ृति . : पूर्ण संख्याओं का संख्या रेखा पर निरूपण 


बिंदु 0 पर 0 लिख दिया जाता है। अन्‍य बिंदुओं पर क्रम से , 2, 3, ...लिख;देंते हैं जेसा कि आकृति 
.] में दिखाया गया है। हम देखते हैं कि इस प्रकार से हम किसी भी पूर्ण संख्या को संख्या रेखा पर 
निरूपित कर सकते हूँ | 
' हम यह भी देखते हैं कि दो, एक से ' एक अधिक ' है, तीन, दो से ' एक अधिक ' है, चार, तीन 

से एक अधिक है, इत्यादि । 

दो, एक का परवर्ती (5४८८८४४००) कहलाता है, तीन, दो का परवर्तो कहलाता है, इत्यादि। 
प्रत्येक गणन सैंख्या का एक और केवल एक परवर्तो अर्थात्‌ गणितज्ञ की भाषा में एक अद्वितीय परवर्तों 
(६ ४074%४४ 5४८८६४४०/) होता है। 

बया कोई सबसे बड़ी गणन संख्या है? क्या कोई सबसे बड़ी पुर्ण संख्या है? इन दोनों प्रधनों 
का उत्तर है: नहों!| क्यों ? यह इसलिए कि 'एक अधिक ' की प्रैक्रिया बिना किसी अंत के चल 
सकती है । 

एक बार संख्याओं को संख्या रेखा पर निरूपित करने के बाद उनकी तुलना सरलता से की जा 
सकती है। उदाहरणार्थे, 

2> , चूंकि 2, ॥ के दाईं ओर स्थित है; 

3>29 चूँकि 3, 2 के दाईं ओर स्थित है; 

4> !, चूँकि 4, ! के दाईं ओर स्थित है, इत्यादि । 

साथ ही, 2< 3, चूंकि 2, 3 के बाईं ओर स्थित है; 

3< 4, चूँकि 3, 4 के बाई ओर, स्थित है; 

2<: 5, चूँकि 2, 5 के बाईं ओर स्थित है; 

0< 6, चूँकि 0, 6 के बाईं और स्थित है, इत्यादि। 


घनपूर्णाक और पूर्ण संब्याएं १ 


परन्तु यदि हमसे यह पूछा जाए कि ]2 और 326 में कौन सी संख्या छोटी है तो हम क्या करेंगे ? 
निश्चय ही, ऐसी बड़ी संख्याओं को पहले संख्या रेखा पर निरूपित करना और फिर उनकी पारस्परिक 
स्थितियाँ देखना अव्यावहारिक होगा। परल्तु फिर भी संख्या रेखा से हमें इस समस्या के हल के लिए 
कुछ संकेत अवश्य मिल जाता है। आइए देंखें। 

जब 2< 3, तो हमें किसी ऐसे धनपूर्णांक की आवश्यकता है जिसे 2 में जोड़ने से योग 3 हो 
जाए (इस स्थिति में यह धनपूर्णाक । है: 24-5-:3) ; 

जब 3< 4, तो हमें किसी ऐसे धनपूर्णाक की आवश्यकता है जिसे 3 में जोड़ने से योग 4 हो जाएं 
(इस स्थिति में यह धतपूर्णाक । है: 3-- --4) ; 

जब 2<: 5, तो हमें घनपूर्णाक 3 की आवश्यकता है जिससे कि 2-|- 3555; 
जब 0< 6, तो हमें धनपूर्णांक 6 की आवश्यकता है जिससे कि 0-|- 6--6। 

दूसरे शब्दों में, यदि दो (असमान ) पूर्ण संख्याएँ दी हुई हों तो इनमें से वह पूर्ण संख्या छोटी होती है 
जिसमें कोई धनपूर्णाक जोड़ने से योग दूसरी पूर्ण संख्या के बराबर हो जाए। 
इस प्रकार, 2 और 326 में 2 छोटी है चैँकि 24-2]457326] संझरुया रेखा से मध्य- 

स्थिति (/८४८८८॥॥:४४४) का गुण भी प्रदक्षित होता है। उदाहरणार्श, 3, संख्याओं ४ और 4 के 
सध्य (6४/४४८०४) स्थित है, 8, 5 और 9 के मध्य स्थित हैं। हम लिखते है: 2<3< 4, 5<8<9। 
उदाहरण : 4 अंकों की छोटी से छोटी और बड़ी से बड़ी पूर्ण संख्याएँ लिखिए । 
हल: 4 अंकों,की छोटी से छोटी संख्या के लिए हज़ार के स्थान पर सबसे छोटा शून्येतर (॥6#-2००) 
'अंक होना चाहिए। निस्संदेह यह ! है। अतः सो, दस पा और एकक के स्थानों में से प्रत्यक पर 
सबसे छोटे अंक अर्थात्‌ 0 की आवश्यकता है। इस प्रकार, 4 अंकों की सबसे छोटी संख्या [000 है। 4 
अंकों की सबसे बड़ी संख्या के लिए यह स्पष्ट है कि प्रत्येक स्थान पर सबसे बड़ा अंक होना चाहिए । 
' निस्सं देह, सबसे बड़ा अंक 9 है। अतः 4 अंकों की बड़ी से बड़ी संख्या 9999 है। 
उदाहरण 25 अंकों 0, । और & का प्रयोग करते हुए 3 अंकों की छोटी से छोटी एवं बड़ी से बड़ी 
संख्याएँ बनाइए जबकि कोई अंक दोहराया न जाए। 
हलः छोटी से छोटी संख्या के लिए हम सो के स्थान पर अंक 0 नहीं ले सकते। (क्यों?) इस 
स्थान पर होना चाहिए। (क्यों ! ) दस और एकक के स्थान पर क्रमश: 0 और 4 होना चाहिए। 
इस प्रकार छोटी से छोटी संख्या 04 है। बड़ी से बड़ी संख्या 40 है । 


प्रन्‍नावली .2 


, संख्याओं 7, 4, 89 तथा 86५5 के परवर्ती लिखिए। 
2. पूर्ण संख्याओं के समुच्चय में 0 का परवर्ती क्‍या है? 
3, 8 और 9 के मध्य कितने धनपूर्णाक हैँ ? 


है गणित 


और 8 के मध्य कितनी पूर्ण संख्याएँ हैं ? 
सबसे छोटा धनपूर्णांक बताइए । 
निम्न को लिखने के लिए संकेतों >' या '< ' का प्रयोग कीजिए 
(।) 73, 64 से अधिक है 
(४) 8, 29 से कम है 
00) 59, 57 और' 63 के मध्य स्थित है, 
(०) 0 किसी भी धनएू्‌र्णाक से कम है। 
7. निम्न संख्या युग्मों की तुलना कीजिए। प्रत्येक युग्म में बताइए कि कौन सी संख्या छोटी 


छा था 


है। 


(0) 6870 कि 69006 (7) 80008, 78888 
(0) 300000, 3000 ७ (79) 5555, 0 ० 
8, 6 अंकों की.5 पर अंत होने वाली छोटी से छोटी संख्या तथा 2 पर अंत होने ५।ली बड़ी 
से बड़ी संख्या लिखिए.।' 
9. अंकों 6, 0, 3, 5 का प्रयोग करते हुए 4 अंकों की बड़ी से बड़ी तथा छोटी से छोटी संख्याएँ 

लिखिए जबकि ३ अंक संख्या में कंवल एक ही बार प्रयोग किया जाता है। 

40. सभी अंक़ी 4, 3, 9, 7, 5, 2 का प्रयोग करते हुए बड़ी से बड़ी और छोटी' से छोटी पर्ण॑ 
संख्याएँ बनाइए जबकि प्रत्येक अंक एक संख्या में एक ही बार प्रयोग किया जाता है । 


। एकक 


पृणे संखयाओं पर संक्रियाएँ 


] 


हम पहले से ही जानते है कि पूर्ण संख्याओं को किस प्रकार जोड़ा, घटाया, गुणा तथा भाग किया. जाता 
है। आप अनौपचारिक रूप से इत संक्रियाओं के कुछ गुणों से भी परिचित हैं। इस एकक में- हम 
इनमें से कुछ गुणों का पुतरावलोकन करेंगे। छः 
2.] योग पर विचार 
आप यह भलीभांति जानते हैं कि दो पूर्ण संख्याओं को किस प्रकार जोड़ा जाता है। यदि संख्याएँ 
' छोटी ' हों तो हम अपने मन ही में इनको जोड़कर योग ज्ञात कर सकते हैं | . जुदाहरणार्थ 4-|- 55८9 
अन्यथा हम स्तम्भ विधि से योग (४०४४४४४ ८८८४४०४) भी ज्ञात कर सकते है ड़दाहरणार्थ, 
409836 द 
-+ $3729 
493565 








क्या दो संख्याओं 3038 योग पर 3 बंतर पड़ता है कि हम इन संख्याओं को किस ऋम में 
जोड़ते हैं? दूसरे शब्दों में यदि हमें 28 और 36 का योग ज्ञात करना हो तो क्या इससे कुछ अंतर 
पड़ेगा कि हम 27 में 36 जोड़ते हें या 36 में 2 जोड़ते हैं ! नहीं ! 
इस प्रकार, 

2--36-% 36-+- 2] 


वास्तव में यह किन्‍्हीं भी दो पूर्ण संख्याओं के लिए सत्य है। हम कहते है कि (पूण संख्याओं 
का) पोग फ्रसविनिसेय (४०॥77॥2/2£76 ) है। इतता इस गण का नाम आवश्यक नही है जितना यहू 
स्मरण रखना कि 

किन्‍हीं दो संख्याओं का योग ज्ञात करने में इसरा कीई महत्व नहीं हे कि हम संख्याओं को किस 
कम में जोड़ते हैं। 

अब यदि हम गणित की भाषा और उस भाषा को लें जिसका हम बोलने या लिखने में प्रयोग करते 
हैं तो हम इनमें एक महत्वपूर्ण अंतर यह देखेंगे कि गणित की भाषा में विद्येष चिन्हों (287) 
और संकेतों का प्रयोग किया जांता है। इनसे हमें अपने विचार संक्षेप और अच्छे से अच्छे रूप में 
ब्यकत करने में सहायता मिलती है। उदाहरणार्थ, मान लीजिए कि हम किन्‍्हीं दो पूर्ण संख्याजों को 


0 गणित 


और / से व्यक्त करते हैं। अब इन चिन्हों और संकेतों का प्रयोग करने से योग का क्रमतिनिर्भेय 
ण निम्न प्रकार व्यक्त किया जा सकता है : 
यदि ८ और ०८ कोई दो पूर्ण संख्याएँ हों तो 
4--895-0१--६ 
इस प्रकार हमने किन्हीं दो पूर्ण संख्याओं के लिए (योग के) एक गण को संक्षेप में और एक सुन्दर 
धैके से व्यक्त कर दिया ! 
यदि हम योग के लिए एक संक्रिया सारणी 2! 76/70॥ /६९४० /० ०४४४४०/ ) बना लें तो यह गुण 
र भी अच्छी प्रकार से समझा जा सकता है। »आइए केवल पहली पांच पूर्ण संख्याएं ही ले। 
' निम्न सारणी प्राप्त होगी : 


पा संख्या 





नन्॒*गा ना गाइ/+ गाता 4090 ५ गया यइान गा गकपाइआ गुर ुदरधा पापिम मम मदीना एइऋ२२९/५९ पाम सता दाक, 


; गे त त रे 2 383 4 85 
पहल कर 
संख्या 2 ४ ६] हे 4 5 6 
दर 
3 3 4 5 0 गे 
व 4. 8 8 7 8३8 


मुख्य विकर्ण 


हम देखते है कि संक्रिया' सारणी, मुख्य विकर्ण (#दक दांवट०ग्ध/) के सापेक्ष सममित 
॥१४/४४८८/) है। सारणी से यह सरलता से देखा जा सकता है कि 2+ ]5"54 +- 2, 
2८८ 2-- 3, 4+- 35 3+- 4, इत्यादि । 
हम सारणी से यह भी देखते हें कि 
0-- 0550 | 
0--ल्‍5-- 0 ल्‍% 
0-- 255 2+- 055 2 
0-- 35७० 3 + 0553 
0+ 475 4-+- 055 4 
दूसरे शब्दों में शुन्य और किसी पूर्ण संख्या फा योग स्वयं बह पूर्ण संख्या होती है। इस गुण 
7 का योज्य गण (वर्वट/800 87०7४ श 2४०) कहते हैं तथा 0 योग के लिए तत्समक अवयज 
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(४४77) ९४६॥४४४ 70" ०४८४४०४ ) कहलाता है। पुनः नाम का यहाँ कोई महत्व नहीं है। इस स्तर 
पर आवश्यकता इस बात की है कि इस गुण का ज्ञान हो और इस ज्ञान को व्यावहारिक स्थितियों में 
प्रयोग में लाने की योग्यता हो । 
संकेतों का प्रयोग कर हम इस गुण को निम्न प्रकार व्यक्त कर सकते हैं : 
पदि ८ कोई पूर्ण संख्या हो, तो 
0--4558-- 0७-६4 
अब यदि हमें तोन संख्याओं को जोड़ना हो तो हम क्या करेंगे? आइए एक उदाहरण पर विचार 
करें। एक स्कूल एक विविध मनोरंजन कार्यक्रम आयोजित करता है। एक दिन सतीश ने 73, 
बीना ने 56 तथा रोहित ने 09 टिकट बेचे । मान लीजिए आपसे कहा जाता है कि बेचें गए टिकटों 
की कुल संख्या ज्ञात कीजिए। आप शायद पहले 73 में-56 जोड़ेंगें और बाद में इस योग में 09 
जोड़ देंगे। आपकी योग ज्ञात करने की इस विधि को निम्त प्रकार दर्शाया जा सकता है: 
(73-+-56)+40955]29--4095-238 
कोष्ठकों से,तात्पय है कि पहले 73 और 56 को जोड़ना है। 
आइए अब देखें कि यदि हम पहले 56 और 09 को जोड़ें और फिर योग में 73 जोड़ें तो हमें 
क्या योग प्राप्त होता है। दूसरे छाब्दों में ह 
73--( 56+-09 ) का कया मान है? हम देखते हैं कि 
73-+- ( 586-+-09 ) 7 3-- 65ल्‍-238 
इस प्रकार, 
(73--56)-+095-73+- ( 56-- 09 ) 
उपयुक्त उदाहरण से (पूर्ण संख्याओं के) योग का एक अन्य महत्वपूर्ण गुण स्पष्ट होता है, वह यह 
कि थोग सहचारी (८४४०८४८४०४) होता है। पुनः नाम का इतना महत्व नहीं है जितना यह स्मरण 
रखने का कि 
किन्हीं तोन पूर्ण संख्याओं का योग ज्ञात करने में इस बात से कोई अंतर नहीं पड़ता कि पहले हम 
कौन सी दो संख्याएं लेते हें और फिर उनके योग में अंतिम संख्या जोड़ते हैं । 
*. चिन्‍्हों और संकेतों का प्रयोग कर हम योग के साहुचये गुण (०5502०776 /#०/०४४) को निम्न 
प्रकार व्यक्त कर सकते हैं : 
यदि ८, / और ८ कोई तीन पूर्ण संख्याएं हों तो 
(८+- ४) -+-८७5६-- (8-+-८) 
इस गुण के फल स्वरूप ही हम प्रायः इन समान योगों को ८-/-0--८ खिल्षते हैं । 
आइए एक और उदाहरण लें। ' 
उदाहरण ]: 433, 567 तथा 2698 का योग ज्ञात कीजिए । 
हुल : स्पष्ट है कि पहले 433 और 567 को जोड़कर उनके योग में 2698 जोड़ कर योग 
ज्ञात करना अपेक्षाकृत सरल है। ठेम देखते हैं कि ॒ 
(433--567)+-26985-]000--26985-369 8 


2 शणित 


[यदि हमसे निम्न क्रिया स योग ज्ञात किया होता तो हमें योग ज्ञात करने में कुछ कठिनाई प्रतीत 
होती । 
433-|- (567+-2698) 5743 3-- 3265-- 869 8 | 
अंत में, हम चार या उससे अधिक संख्याओं का योग किस प्रकार ज्ञात करत हैं / हम योग के 
क्रमविनिमेय और साहूचर्य गुणों का, यद्दि आवश्यक हो तो कई बार, प्रयोग करते हैं। इस स्तर पर 
यह आवश्यक नहीं कि हम प्रत्येक पग (४८८०) पर इन गुणों का प्रयोग बताते जाएं। इस संदर्भ में 
जो महत्वपूर्ण है वह है इस प्रयोग का परिणाम *। परिणाम है कि 
यदि कई संख्याएँ दी हुई हों तो यह आवश्यक तहीं कि उत्तकों उसी क्रम सें जोड़ा जाएं 
जिसमें वे दी हुई हैं। हम उनके सरलतम समह बनाकर उनका योग ज्ञात कर सकते हैँ। यह गुण 
योग का पुनव्यंवस्थितकरण गुण (#€:छघडणाल्ार एएणए०शाए ० ब्वत्ंधं००) कहलाता है। 
उदाहरणार्थ, 27, 423, 73, 56 और 77 का योग हम निम्न प्रकार ज्ञात कर सकते हैं : 
27+- 423-+- 73-+- 56+- 7755 ( 27+ 73) 6) (423-- 77) +- 56 
-++00-+-500-- 56 
+7656 
या, 27-+-423-+- 73--56+- 7775 ( 27-- 423 )-+- 73+- 58 +- 77 
न (450-+-73)+56+ 77 
++[523--56)+- 77 
+्+8579--77 
उ+656 
स्पष्ट है कि, योग ज्ञात करने की दूसरी विधि अपेक्षाकृत कम सुविधाजनक है। 


प्ररनावली 2. 


!. (क) कोई दो विषम संख्याएं लीजिए और उनका योग ज्ञात कीजिए । यह योग सम है या 
विषम ? ५ 
(ख) कोई दो सम संख्याएँ लीजिए और उनका योग ज्ञात कीजिए। यह योग सम है या 
विषम ? 
2, योग ज्ञात कीजिए : (सबसे उपयुक्त संयोग प्रयोग कीजिए।) 
(क) 709, 386, 329] 
(ख) 2062, 353, 438, 547 
(ग) 849, 2608, ]784, 3377, 205] । 
3. यदि हम दो 3 अंकों की संख्याओं को जोड़ें तो योग में अधिकतम कितने अंक संभव हैं? 
न्यूनतम कितने अंक संभव हूँ ! 


पूर्ण संडधाओं पर संक्रियाएँ 43 
*4, आइए (पूर्ण संख्याओं के लिए) एक ऐसी संक्रिया क॑ खोजें जिसका अर्थ है, “पहली संख्या 
का दुगुना करके उस्तमें दूसरी संख्या का तिगुना जोड़ दें।” इस प्रकार, 28% 35-4-|- 95- 3, 
0&7- 0-+- 355 3, इत्यादि । 
(क) 0 & 4 का कया अर्थ है? &2 का क्या अर्थ? ” 2 695 का क्या अर्थ है ? 
(ख) क्या26035:3%*2 है ! दूसरे शब्दों में क्या &छु एक क्रमविनिमेय संक्तिया है ! 


5. न्नित्त में दिए हुए मंजिक बंगे * [ ॥ 6676 3004॥८ ) पर विचार 

कीजिए जिसमें प्रत्येक पंक्ति, प्रत्येक स्तंभ एवं प्रत्पेक विकर्ण के योंग समान है | | 
(क) पहले स्तंभ की संख्याओं का क्या योग है? 
(ख) मेज़िक व॥ पूर्ण कीजिए | 





2.2 ब्यवकलत 

आप पहले ही से परिचित हें कि एक पूर्ण संख्या में से दूसरी पूर्ण संख्या किस प्रकार घटाते या ज्यव- 
कलित (४४४/४८८४ ) करतें हैं। उदाहरणार्थ, क्या आपको स्मरण है कि जब आपको 9-- 5 ज्ञात करना 
था तो आपने क्‍या किया था ! ह 

आपने नौ में से पांच बाहूर निकाल लिया' होगा। या आपने स्वयं से ही प्रघन किया होगा, . 9 
प्राप्त करने के डक मे 5 में क्या जोड़ना चाहिए ? ” प्रत्येक स्थिति में उत्तर 4 है। हाँ, दूसरी स्थिति 
में 9 में से 5 डपवक लिल करने का अर्थ वही है जो कि ऐसी संख्या ज्ञात करने का जिसे 5 में जोड़ने पर 9 
प्राप्त हो जाए। इसी कारण से व्यवकलन (5४४8४८४४०४ ), योग का प्रतिलोस (#४०४४/४८) कहलाता 
है। इस प्रकार एक व्यवकलन प्रश्न के उत्तर की सत्यता, तबनुरूपी योग की सहायता से जाँच की 
जा सकती है। 

अतः हम देखते हैं कि कधषन 4-- 559 को दूसरे प्रकार से लिखने की विधि 9-- 555 4 है 

अभी तक हम केवल पूर्ण संख्याओं क॑ विषय में ही जानते हैं। क्या आप एक पूर्ण संख्या में से दूसरी 
पर्ण संख्या सदेव घटा सकते हें। नहीं ! उदाहरणार्थ हम अभी तक यह नहीं जानते कि 9 में से ! या 
8 में से 23 किस प्रकार घटाएँ। दूसरे शब्दों में यदि हम अपने को केवल पूर्ण संर्याओं तक हो सोमित 


*अध्यापक के लिए निर्देश 

(कक्षा में करने योग्य गतिविधि के लिए सुझाव ) ४; 

उपर्युक्त एक 3: 3 मैजिक वर्ग का उदाहरण है। संख्याओं को बिता हीहराए हुए । तें 9 तक की संख्याओं से 
जो 3» 3 मैज़िक वर्ग बनता है उसमें प्रत्येक पंक्ति, स्तंभ और विकर्ण का योग 5 होता है। विद्यार्थियों से कहिए कि 
वे बिना दोहराए हुए । से 9 तक की संख्याओं का प्रयोग करके अनेक मे ज्िक वर्ग बनाएँ । 

विद्यार्थियों को यह खोजने का अवसर दें कि जब 2 से 0 तक, या 3 से [] तक, या 4 से 2 तक, इत्यादि को 
संख्याएँ प्रयोग की जाती हूँ तो क्या होता है। प्रत्येक दशा में हमें कितना योग प्राप्त होता है ! 
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रखें तो हम एक छोटी संख्या में से बड़ी संख्या को नहीं घटा सकते | केवल छोटी संख्याएँ ही बड़ी संख्याओं 
में से घटाई जा सकती हैं। 

क्या 9--5-:5-9 है ? क्‍या 23--985:98--23 है? नहीं। 

वास्तव में, 5--9 या 98--!23 को ज्ञात भो नहीं किया जा सकता है, चूंकि हम एक छोटी संख्या 
में से बड़ी संख्या को घटा नहीं सकते । 


प्रहनावली 2.2 


!, निम्न व्यवकलन पूरे कीजिए। तदनुरूपी योग की सहायता से अपने उत्तर की जाँच कीजिये। 
(कं) 736--274 
(ख) 3263-989 
(ग) 6032-3295 
2. निम्न व्यवकलन पूरे कीजिए : 
(क) १000 (ख) 250608 
-- 98765 -- 79368 


3. निम्न में से प्रत्येक में * के स्थान पर उपयुक्त भंक लिखिये : 


(क) 895 (ख) 5376 
-- 29+*% “59 
केक 4 35% + 


4. 5 अंकों की छोटी से छोटी संख्या और 4 अंकों की बड़ी से बड़ी संख्या का अंतर ज्ञात कीजिए । 

5. एक स्टोर (80078) में 2084 विवटल आलू थे। यदि 995 क्विटल आलू बेच दिए गए 
हों तो स्टोर में अब कितने क्बिटल! आलू शेष रह गए हैं ? 

6. गौत्तम 00 ₹० का नोट लेकर बाजार जाता है वह 35 ₹० का राशन, :9 रु० के जूते तथा 
4 रु० का दूध खरीदता है! गौतम के पास अब कितने रुपये शेष रह जाते हैं ? 

7. एक टेलीविजन सेट का मूल्य 3497.00 रु० था। दीवाली के उपलक्ष में उसका मूल्य 
घटाकर 3279.00 ₹० कर दिया गया। मूल्य में कितनी कमी हुई ? 


8, भारत की जनसंख्या सन्‌ 96] सें 4392 लाख थो तथा यह सन्‌ 97 में बढ़कर 5487 
लाख हो गई। जनसंख्या में वृद्धि ज्ञात कीजिए । 


2.3 गुणन पर विचार 


आप जानते हैं कि दो पूर्ण संस्थाओं को किस प्रकार गुणा किया जाता है। यदि संख्याएँ छोटी 
हों तो हम अपने मन ही में गुणा करके इनका गुणन फल ज्ञात कर सकते हैं ।. उदाहरणार्थ, 4> 55-20 । 


पर्ण संह्याओं पर संक्रियाएं 5 
अन्यथा हम अपनी गुणन सारणियों (॥॥४॥/%/॥८6४०४ /८४४/) का प्रयोग कर सकते हें। उदाहरणार्थ, 


50238 
> 247 





42666 
24095%2 
204706 


]4878786 
कया संख्याओं के 6: ले (//7०४४८/) पर इसका कुछ अंतर पड़ता है कि हम इन संख्याओं को 
किस क्रम में गुणा करते हैं? दूसरे शब्दों में, यदि हमें 2! और 8 का गुणनफल ज्ञात करना हो का 
क्या इससे कुछ अंतर पड़ेगा कि हम 2। को 8 से गुणा करते हैं या 8 को 2 से गुणा करते हैं ? नहीं ' 
इस प्रकार, 29< 8558»< 2] कक 
वास्तव में यह किन्‍्हीं भी दो पूर्ण संख्याओं के लिए सत्य है। हम कहते हैं कि (पूर्ण सं का) 
गुणन क्रम विनिसेय है। पुनः हम विद्याथियों को स्मरण करा दें कि नाम का यहाँ कोई महत्व नहीं है।- 
परन्तु विद्यार्थी को यह अवश्य ज्ञात होना चाहिए कि यह गुण क्या है और इसका किस प्रकार उपयोग 
किया जा सकता है | | 
चिन्हों और संकेतों का प्रयोग करते हुए हम गुणन के क्रम विनिर्मेय गुण (#क्राशापादिधंएं:) रथ 
॥7४/7/8८4४70॥) को निम्न प्रकार व्यक्त कर सकते हैं: 
यदि ८ और ० कोई दो पूर्ण संख्याएं हों, तो 
4 >९ 0550 9८ 6 ु ु 
आइए, गुणन के लिए एक संक्रिया सारणी (०/क८/07 /60/6 /ण' ४77४४४/7८4४४०॥) बनाएं । 
पहले ही की भांति हम केवल पहली पाँच पूर्ण संख्याएँ ही लेते हैं। हमें निम्न सारणी प्राप्त होगी : 


हक 
(0 4| 2 3 4 


इथाााायाइयायाराा कद िदकाााा 5 


ल्‍ 
अयेदारजका वेग फ ने पनकार- पक; रा मे दर टवकफल 








0 0 0 0 0 
त 09 " 2 3 4१ 

पहली 
संध्या 2 4600 2 रा 8 
3 |0 3 6 9 ॥2 
4 | 0 & 8 १॥2 ॥6 


!6 गंणित 


हम देखते हैं कि योग सारणी की भांति ही यह संक्रिया सारणी भी मुख्य विकर्ण के सापेक्ष सममित है । 
सारणी से यह बहुत ही सरलता से देखा जा सकता है कि 22 ] +] »€ 2, 32 2 226 3, 42 355 3 »€ 4 
इत्यादि । 
हम सारणी से यह भी देखते हें कि 
0% 0--0 
0» ]ल्‍5] »< 0550 
0% 2-52» 05-50 
0» 35-53 >८ 05-50 
0 %८ 454 >€ 05-0 
दूसरे शब्दों में, शल्य और किसी पुर्ण संख्या का गुणनफल सदैव शून्य होता है। संकेतन में हम 
कहते हैं कि यदि ८ कोई पूर्ण संख्या हो तो 
09८ 25-२6 ५ 05-50 
पुन : सारणी से हम यह भी देखते हैं कि 
]> 05509 ]550 
)< 5--] 
9 25:29» ]752 
% 3553 % 553 
] » 45८ 4 »८ ल्‍%- 4 
दूसरे शब्दों में, । और किसी पूर्ण संख्या का गुणनफल सदेव स्वयं बह पूर्ण संख्या होतो है। इस 
गुण को 4 का गुणन गण (#०ा४79/४८6४02 7०४४४) ४ 3) कहते हैं और । गुणन के लिए तत्समक 
अवयब (इ८०0॥09 लब्काशए 0 ॥॥४/7/76८८४०॥). कहलाता है 
चिन्हों और संकेतों का प्रयोग करते हुए हम इस गुण को निम्न प्रकार से व्यक्त कर सकते ह 
यदि ८ कोई पूर्ण संख्या हो, 
3>(६चच॑|4% ॥ पथ 
क्या गुणत और योग में परस्पर कोई सम्बन्ध है? आइए देखें। .यदि हम 4 और 5 का 
करें अर्थात्‌ 4>< 5 ज्ञात करें तो वह 20 आता है। यदि हम 4 को ही पांच बार जोड़ें तो क्‍या 
? हमें 4--4+-4--4-- 4 भर्थात्‌ 20 प्राप्त होता है। इस प्रकार हम देखते हैं कि 
4 »< 555 4-- 4-- 4-- 4-+- 4 
या, 72 85८57-+- 7+- 7+- 7+- 7-< 7-+- 7+- 7 
दूसरे शब्दों में, (पूर्ण संख्याओं का) गुणन केवल बार बार योग (7८/८८४८८ ८८४८४४०७) ही है! 
आइए अब तीन संख्याओं माना 49, 5 ओर 4 को गणा करें। हम इनका गुणनफल निम्न 


प्रकार से ज्ञात कर सकते हूँ । 
(492८ 5) » 45245 » 4--980 
या, 49% (52९ 4) 5549 >८ 205-980 
ट्म देखते हेँ कि 


(492९ 5) 2८ 4-49 2८ (5>८ 4) 
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उपर्युक्त उदाहरण से गुणन का एक अन्य महत्वपूर्ण गुण स्पष्ट होता है, बह यह कि (पूर्ण संख्याओं 
का) गुणन सहचारी होता है। वस्तुतः नाम की अपेक्षा यह स्मरण रखना आवश्यक है कि 
किन्‍्हीं तीन संख्याओं का गुणनफल करने में इस बात से कोई अंतर नहीं पड़ता कि पहले हम 
. कौन सी दो संख्याएँ लेते हें और फिर उनके गुणनफल को अंतिम संख्या से गुणा करते हैं। 
वास्तव में हम उपर्युक्त उदाहरण में देखते हैँ कि यदि हम पहले 5 और 4 को गणा करें तो सम्बन्ध 
गुणन अंत्यन्त सरल है । 
चिल्हों और संकेतों का प्रयोग करते हुये हम गुणन के साहचर्य गण को निम्न प्रकार व्यक्त कर सकते 
हट > 
यदि «, / ओर ८ कोई तोन पूर्ण संख्याएँ हों, तो 
(22८८) (८-२५ ४ (6:४८ ) 
इस गुण के फलस्वरूप ही हम प्रायः इन समान गुणनकलों को ८ ८०४४ (या केबल 68८ 
लिखते है । 
अंत में, हम चार या उसके अधिक संख्याओं को किस प्रकार गुणा करते है ” हम गणन के 
क्रमविनिमेय और साहचर्य गुणों का, यदि आवश्यक हो तो कई बार, प्रयोग करते है। इस स्तर पर यह 
आवश्यक नहीं कि हम प्रत्येक मगर मर इन गुणों का प्रयोग बताते जाएँ। इस संदर्भ में जो महत्वपूर्ण है 
वह है ' इस प्रयोग का परिणाम ” । परिणाम है कि 
यदि कई संख्याएँ दी हुई हों तो यह आवश्यक नहीं कि उनको उसी क्रम सें गुणा किया जाय जिसमें 
वो दी हुई हैं। हम उन्तके सरलतम समूह बनाकर उत्तका गुणनफल ज्ञात कर सकते हैं । यह गण, गुणन 
का पूनर्व्यवश्थितकरण गुण (7टह7द्राहुआशाई (07९: 7 | ऋ(/(१//८६/ ४४) कहलाता हैं । 
उदाहरणार्थ, 68, 326, 5 और 20 का गुणनफल हम तिम्न प्रकार ज्ञात कर सकत हैं : 
68: 3206:< 5:< 205 ( 68: 20) & (326:< 5) 
-«]360> 630 
:522]6800 
या, 68>: 326» 5% 20-5 ( 68०४ 326) ८ 55: 20 
5 (2268) 2 52 20 
+-(2268 2 5) » 20 
 *« ]]0840:< 20 
5 226800 
स्पष्ट है कि, गुणनफल ज्ञात करने की दूसरी विधि अपेक्षाकृत कम सुविधाजनक है । 


प्रदनावली 2.3 


!. निम्त गुणन पूरे कीजिए : 
(क) 7452८86 
(ख) 20329< 63 


ध8 गणित 


2. गुणा कीजिए : 
(क) 4938] (ख) 2370] 
>< 206 > 4389 


शंका अअनन-«--- - > न नननी>-नमाइर कानमम»>>»»9«» अनन्त _ 





3. निम्न गुणनफल ज्ञात कीजिए । (सबसे उपयुक्त संयोग प्रयोग कीजिए) 
(क) 42८ 2039८ 25 (से) 3622८ 52८ 82< 20 
4. एक पुस्तक का मूल्य 67 पसे है । इस पुस्तक की 43 प्रतियों का क्‍या मूल्य होगा ? 
3 अंकों की छोटी से छोटी संख्या और 4 अंकों को बड़ी से बड़ी संख्या का गुणनफल ज्ञात 





5. 
क्रीजिए। 
6. तमिलनाडु में धान की एक किस्म की पंदावार 8 टन प्रति. हेक्देभर हुई । 50 लाख हेक्टेअर 
में कूल कितनी पैदावार हुई ! 


7. एक स्कूल में कक्षा !%६ के एक विद्यार्थी से 72 ह० वार्षिक शुल्क लिया जाता है। यदि कक्षा 
(४ में 436 विद्यार्थी हों तो उनसे कूल कितने रुपये प्राप्त होंगे ? 
8, हमारे देश में वर्ष 974-7 5 में प्राथमिक कृषि ऋण सोसाइटियों की कुल-संख्या 55088 
थी। यदि एक सोसाइटी की औसत सदस्यता 233 हो तो कुल सदस्यता ज्ञात कीजिए । 
*9, आइए (पूर्ण संख्याओं के लिए) एक ऐसी संक्रिया 6' खोजें जिसका अर्थ है, ' पहली संख्या में 
6 जोड़कर उसको दूसरी संख्या से गुणा कर दें।। इस प्रकार, 20475 (2--6) 2 4558 >€ 4-32, 
0835- ] 8, इत्यादि । ह 
(क) 4065 का कया अर्थ है ? 096 का क्या अर्थ है ? 696 का क्या अर्थ है ! 
(ख) क्या 2045-42 है ? दूसरे शब्दों में, क्या '# एक क्रमविनिमेय संक्रिया है ? 


2.4 पूर्ण संख्याओं फे लिए वितरण गुण 
दो मित्र मोहन और सोहन किसी काम को 80घंटे में पूरा करते हैं। मोहन को 2,00 २० प्रति घंटा 
तथा सोहत की .00 ० प्रति घंटा मिलता है'। इस काये से वें कुल कितती घन राशि कमा लेंगे? 
मोहन और सोहन द्वारा कमाई गई कुल धन राशि 
जन (802८ 2)र₹०-- ( 802८) रु० 
। ++(60--80) ० 
४ +5-240 €० 
क्या इस परिणाम को ज्ञात करने की कोई दूसरी विधि भी है। स्पष्ट है, मोहत और सोहन 
मिलकर 3.00 ० प्रति घंटा कमाते हें। अतः 
मोहन और 'सोहन द्वारा कमाई गई कुल घन राशि 5-80 »€ 3 २० 
55240 ₹० 
हम देखते हैँ कि 
(802 2)+ (80 2८) 5580 >< (2--) 
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उपर्युक्त गुणनफलों में 80 एक सर्वेनिष्ठ गुणनखंड (८000007 [धिद/07 ) है। ऐसे गणन में 

सर्वनिष्ठ या उभयनिष्ठ गुणनखंड स्वयं योग पर बितरित (60076फ॥0₹ 0०8" वरब॑ंधं॥०॥) होता है। 
हम कहते हैँ कि गुणन, योग पर वितरणात्मक है (॥008/77/6764/00॥ दी।/770%/88 070९/ ६६४१४१०% ) । 
चिन्हों और संकेतों का प्रयोग कर हम वितरण गुण (४5/700808 /7०/९४४/)) को निम्त प्रकार व्यक्त 
कर सकते हैं ; ह 

यदि ८, /, ८ पूर्ण संख्याएँ हों, तो 

42६ (9-7०) 5० (००८8 ) +- (१८८) 

या, ८(०--८) ++६8--५८ 


प्रदनावली 2, 4 


वितरण गुण का प्रयोग करके निम्त को सरल कीजिए : 
(732 64) -+- (272 64) 

(252८ 67)-+-2339< 25 

8039८ 65 

452८ ]98 

6032८ 7+3>८ 603 

2639८ 24- .6 3 *८ 24 

7, 65>83--639< 65 

निम्न में से प्रत्येक का, दो विधियों से मान ज्ञात कीजिए : 
8, (700-+-3) 2८ 305 

9. 25(264--36) 


33, 2. कि: ला कक दर 


2, 5 विभाजन क्‍ 

आप यह जानते हैं कि एक पूर्ण संख्या को दूसरी पूर्ण संख्या से किस प्रकार विभाजित (८97४४) 
करते हें। या आपको स्मरण है कि जब आपको 4 से 24 को विभाणित करना था तो आपके क्या किया 
था? आपने श्ञायद स्वयं से पूछा होगा, ' 24 में कितने 4 सम्मिलित हैं ? या, आपने स्वयं से यह 
प्रश्न पूछा होगा, में 4 को 3 आह करूं कि 24 आ जाए ? प्रत्येक स्थिति में उत्तर 6 है। हाँ, 
दूसरी स्थिति में 24 को 4 से करने का अर्थ वही है जो कि ऐसी संझया ज्ञात करने का जिसे 
4 से गुणा करने पर 24 प्राप्त हो जाए। इसी कारण विभाजन (८४४/०४) गुणन का प्रतिलोम 
(006 थी #ए४॥/#४८4४०४) कहलाता है. इस प्रकार, किसी विभाजन के प्रइन के उत्तर की 
तदनुझरूपी गुणन की सहायता से जाँच की जा सकती है। | 
अत; हम देखते हैं कि कथन 42९ 65524 को दूसरे प्रकार से लिखने की विधि 24-+ 4-6 है । 


20 शणिल' 


अब 32-:5 के बारे में आप क्‍या सोचते हें? हम देखते हैं कि 32 में छः ' 5 सम्मिलित 
हैं और दो शेष रह जाते है। या यह कि 32 प्राप्त करने के लिए 5 में 6 का गुणा करके, गुणनफल में 
2जोड दिया जाए। क्‍या आपको स्मरण है कि 32 भाज्य (67/४४7८४) है, 5 विभाजक (८6/77567 ) 
है, 6 भागफल (4£0/४60॥/) है तथा 2 शेष (+/॥6/0४7) है ? हम इसे निम्न प्रकार लिखते हैं: 

38 (5 ४6) न ४ 

अर्थात, भाज्य >+ (विभाजक » भागफल ) +-शेष 

यदि हम 6 को भाज्य, / को विभाजक, 4 को भागफल, / को शेष मानें तो चिन्हों और संकेतों का 
प्रयोग करने पर हमें / (6 # 0) द्वारा 6 के विभाजन की लिए निशन एल्गोरिश्म (८(2०7४४ ) अर्थात्‌ 
नियम (7प6) प्राप्त होता है: 

व -+9(--7 

स्पष्ट है कि 6, 8, ६ और # में से प्रत्येक एक पूर्ण संख्या है परन्तु 6 शूत्य के बराबर नहीों होना 
चाहिए। यह ध्यान रखिए कि /5:/। 

आपको स्मरण होगा कि गुणन केवल बार बार योग ही है। अतः विभाजन, गुणन का प्रतिलोम 
होने के कारण, कैवेल बार बार व्यवकलन (/2/८८८४४६ 5४४/॥८८४०४ ) ही रह जाता है। आइए 
32- 5 में इसका निरीक्षण करे। 








39 
5 () 
ध7 
5 (2) 
.. 28 
ना 5 (3) 
7 
+ 5 (4) ह 
8 
5 
7 
5 ६७) 
“८-५ 


हम उस समय तक व्यवकलित करते रहते हूँ जब तक कि हमें ऐसी संख्या (इस उदाहरण में 2) 
न प्राप्त हो जाए जो कि उस संख्या विभाजक से जिसका बार बार व्यवकलन किया जा रहाहै छोटी 
ही। व्यवकलनों की संख्या को भागफल तथा अंतिम संभव व्यवकलन के बाद बची हुईं संख्या को शेष 
कहा जाएगा। 
दान्य से विभाजन के विषय में आप क्‍या सोचते हैँ”? आइए उदाहरण के लिए 8 को हे न्यसे 
विभाजित करने का प्रयत्न करें। हमें ऐसी दो संख्याएँ 4 और # ज्ञात करने की आवश्यकता है कि 
85-50 »< (+-7 


पर्ण पंध्याओं पर बंकियाएँ 2 


परन्तु शून्य को किसी भी संख्या से गुणा करने पर शून्य ही प्राप्त होता है। अतः 85०४ । परन्तु 
दोष, भाजक से, जो कि इस उदाहरण में शून्य है, छोटा होना चाहिए। अतः शूस्य से विभाजन नहीं हो 
सकता। हम कहते हू कि शून्य से विभाजन परिभाषित नहीं है। 


प्रत्नावली 2.5 


. मिम्त विभाजन पूरे कीजिए और तदनुरूपी गुणन की सहायता से अपने उत्तर की जांच 

कीजिए : ह 
(क) 926--2] (ख) 407--37. [ग) 9348--246 

2, विभाजित कीजिए : 

(क) 7235 को 45 से 

(ख) 328032 को 804 से 

(ग) 364800 को 600 से 


3. क्या विभाजन क्रम विन्िमेय है ? दूसरे शब्दों में, यदि « और ४ धन पूर्णाक हों तो 
क्या 4८-85०१--४ है ! 


4. 24300 को दो संर्याओं के गुणा के रूप में व्यक्त कीजिए जिनमें एक संख्या 302 है। 
5, एक चिड़ियाघर (200) में घूमते समय, 25 बच्चे हाथी की सवारी करना चाहते हें। 
,यदि एक हाथी पर एक बार में कंवल 5 ही बच्चे बेठ सकते हैं तो हाथी को कितनी बार सवारी करानी 
पड़ेंगी ? 
6. यदि प्रत्येक संख्या 4865 और 490] को ४9 से विभाजित किप्रा जाए तो शेप ज्ञात 
कीजिए । 
7. एक सिनेमा गृह की प्रत्येक पंक्ति में 32 सीटें हे। 475 व्यक्तियों को बठाने के लिए 
कम से कम कितनी पंक्तियों की क्ावश्यकता है? 
8, एक संख्या ज्ञात कीजिए जिसे 25 से विभाजित वरने पर 24 शेप रहे । क्या आप ऐसी ' 
कुछ और संस्याएँ ज्ञात कर सकते हैं ! क्‍ 
9. किसी वर्ष विशेष का पहला के अर शुक्रवार था। यह मानते हुए कि यह वर्ष लौद का वर्ष | 
(९2१० ए८श) नहीं था, ज्ञात कीजिए कि अगले वर्ष का पहला दिन सप्ताह के कौन से दिन पड़ेगा! 


विविध प्रशनादली है 


(एकक है और प्‌ पर) 


, संकेतों *<', (>' या “+' में से किसी एक का प्रयोग करते हुए रिक्त स्थानों को भारए | 
() 23...32] 
(॥) 55...58 
(77) 89.:. 

2, (क) निम्न संख्याओं को आरोही क्रम में लिखिए : 

7, 5, 4, ।, 85 
(ख) तिम्त संख्याओं को अवरोही क्रम में लिखिए : 
], 85, 5, 4, 7 

3, (क) अंकों 2, 4 और 7 का प्रयोग करते हुए एक अंक की तीन संख्याएँ लिखिए । 
(ख) अंकों 2, 4 और 7 का प्रयोग करते हुए तीन अंकों की एक संख्या लिखिए । 

4, रिक्त स्थान भरिए : 
()) 7» (8+9) 557 *८ 8-+... 
(४) ...& [75--5)55252 75.,.95 2 5 
(॥) 35% (...+...)२535 2८ 7+- 35 2६ 3 
(ए) 8(70+०) २...+०8 २८८० 
(५) 8(॥--०) *+४०-- ... 

5, संख्या 98056 में 8 और 5 के स्थानीय मानों का योग ज्ञात कीजिए । 

6, संख्या 758 में 8 के स्थानीय मान को उसके अंकित मान से भाग दीजिए । 

7, क्‍या 35--5, 5-35 के बराबर है? 

8, 75 में से 85 और 5 के योग को घटाइए। 

9, 78 प्राप्त करने के लिए 203 में से क्या घटाना चाहिए ? 

_. 0, क्या संख्यापद्धति में कोई ऐसा स्थान भी है जहाँ किसी भी शून्येतर अंक के स्थानीय मान 
और अंकित मान एक ही हों ? यदि हाँ, तो बह स्थान ज्ञात कीजिए । 
]. वह अंक बताइए जिसका स्थान बदलने पर भी स्थानीय मान नहीं बदलता | 
2, 5602 में 6 के स्थानीय भान को 2 के स्थानीय मान से भाग दीजिए । 
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3, (क) कोई भी दो विषम संख्याएं लीजिए और उनका अंतर' ज्ञात कीजिएं। यह अंतर 
विषम है या सम ! 

| ख) कोई भी दो प्म संख्याएं लीजिए और उनका अंतर ज्ञात कीजिए । यह अंतर विषम 
पा सम 
(ग) एक विषम और एक सम संख्या लीजिए । उत्तका योग विषम है या सम? उनका 
अंतर विषम है या सम! ' 
]4, 85 और १5 के योग और अंतर का गुणनफल ज्ञात कीजिए । 
5. .(क) 8 पर समाप्त होने वाली 4 अंकों की छोटी से छोटी संख्या लिखिए । 
(ख़) 5 पर समाप्त होने वाली 4 अंकों की बड़ी से बड़ी संख्या लिखिए । 

6, सभी अंकों 5, 0, 2 और 7 का प्रयोग करते हुए बड़ी से बड़ी और छोटी से छोटी पूर्ण 
संख्याएँ बनाइए जबकि प्रत्येक अंक एक संख्या में एक ही वार आए। 

7, 4 अंकों की छोटी से छोटी तथा 3 अंकों की बड़ी से बड़ी संख्याओं के योग और अंतर का 
गुणनफल ज्ञात कीजिए । 

8. सभी अंकों 0, ।, 2,..., 9 का, प्रयंव करते हुए बड़ी से बड़ी और छोटी से छोटी पूर्ण 
संल्याएँ लिखिए जबकि प्रत्येक अंक एक संख्या में एक ही बार आए। दोनों संख्याओं का अंतर भी 
जात कीजिए । 

9, निम्न का मान ज्ञात करने के लिए वितरण गुण का प्रयोग कीजिए : 

(क) 992]5. [ख) 998» 25 

20, किसी वर्ष विशेष में जनवरी का पहला दिन सोमवार को पड़ता है। यह मानते हुए कि 
यह वर्ष लौंद का वर्ष नहीं है, बताइए कि इस वर्ष में माचे का पहला दिन सप्ताह के कौन से दिन पड़ेगा? 

2. किसी लौद के वर्ष में फरवरी का पहला दिन शुक्रवार को पड़ता है। इस वषे में अप्रेल का 
पहला दिन सप्ताह के किस दिल पड़ेगा ? 

४2, निम्न में से प्रत्येक में ' +' के स्थान पर उपयुक्त अंक लिखिए: 





(क) 323 (ख) 527 
> म रे ने 

8%] +6+9 
कम के 4 


]%2+र्क 





एकक 0 


पूर्णाक 


इस एकक में हम पूर्णाकों की आवश्यकता पर प्रकाश डालेंगे तथा उनको संख्या रेखा पर निरूपित करेंगे | 


3.] पु्णकों को आवश्यकता 

अनुच्छेद .5 में हमने पूर्ण संख्याओं को संख्या रेखा पर निहरूपित किया था। एकक [[ में हमने 
पूर्ण संख्याओं पर संक्रियाओं का पुतरावलोकन किया था । विशेष रूप से अनुच्छेद 2,2 में हमने व्यवकलन 
सक्षिया का अध्ययन किया था और देखा था ,कि यदि हम अपने को केवल एृण संख्याओं तक ही सीमित 
रखें तो हम छोटी संख्या में से बड़ी संख्या को घटा नहीं सकते । दूसरे शब्दों में, पुर्ण संख्याओं में, हम 
5-- 9, 98--23, इत्यादि ज्ञात नहीं कर सकते। अतः हमें नई संख्याएँ खोजने ' की आवश्यकता 
है ताकि हम 5--9, 98--4 23, इत्यादि ज्ञात कर सकें। 


आइए, पहले संख्या रेखा की सहायता से' पूर्ण संख्याओं के योग और व्यवकलन ज्ञात करने की 
विधि का पुनरावलोकन करें। 


उदाहरण : यदि हमें संख्या रंखा की सहायता से, उदाहरणार्थ, 3-4 ज्ञात करना हो तो 
हम कया करेंगे ” हमारे पास एक संख्या रेखा है जिस पर किसी बिंदु (0 से प्रारम्भ करके उसके दाई 
ओर को चलते हुए, एक के बाद एक, बराबर पणों (दूरियों) के निशान लगे हैं। आपको याद होगा 
कि प्रारम्भिक बिंदु को ७ तथा अन्य बिंदुओं के क्रमशः ], 2, 3,... लिखा जाता है। अब 3+-4 
ज्ञात करने के लिए हम 0 से प्रारम्भ करेंगे तथा पहले 3 पग दाई ओर को चलेंगे और मान 
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आकृति 3.]. 3-- 4>-7 


लीजिए / पर आ जाते हूँ । (देखिए आकृति 3.) फिर हम 4 से प्रारंभ करेंगे और दाईं ओर को 4 
पग और चलेंगे और इस प्रकार, मान लीजिए, 9 पर आ जाते हैं। अतः 3-- 4-०7 
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उवाहरण 2: आइए संख्या रेखा की सहायता से, उदाहरणार्थ, 5--/2 ज्ञात करें। हम यह 
कैसे करेंगे ? पुनः हम पहले ( से प्रारम्भ करेंगे तथा दाईं ओर को 5 पग चलेंगे और, मान लीजिए, 








) 4. 5 5 7 
() 
आकृति 3.2: 8--2ः753 
(पर आ जाते हैं। (देखिए आकृति 3.2) फिर हम ( से प्रारम्भ करेंगे तथा बाई ओर को 2 पग 
चलेंगे और इस प्रकार मान लीजिए 7) पर आ जाते हैं। अतः 5-- 2८८३ 

उदाहरण 3: आइए उदाहरण 2 की विधि का प्रयोग करें और उदाहरणाथे, 5-- 9 ज्ञात करने 
का प्रयत्न करें। पहले हम (0 से प्रारम्भ करके दाईं ओर को 5 पग चलते है और, मान लीजिए, ४ पर 
आ जाते हैँ। अब यदि हम ( से प्रारम्भ करके बाईं ओर को 9 पग चलें तो हम ० को पार कर जाएँ? 





न न 
। _ 5. 
जरा अत /अ की कजब अमर जी किन ग शिमक लक गजल बल, लजनलल कर तल शक सजी कमल शमोकिली ॥ग सलीम 2ल नल मिकओ (न ० हज बी जल जम 
8, 0 ] 2 ३ 4 5 6 
() ( 


आकृति 3,3: 8--9४--? 


ओर उसके बाईं ओर, मान लीजिए, किसी बिंदु |) पर आ जाएँगे। (देखिए आकृति 3.3) परन्तु 
यह 7? क्‍या है ? 

इस बिंदु को ज्ञात करने के लिए, आइए संख्या रेखा पर (0 से प्रारम्भ करके उसके बाईं ओर, 
एक के बाद एक, बराबर* पणों (दूरियों) के चिन्ह लगाएँ। साथ ही, इन बिंदुओं को क्रम से --, 
--2, --3,...लिखें** (देखिए आकृति 3,4) और इन्हें क्र से ऋणात्मक (॥68०४06) एक”**# 
' ऋणात्मक दो, ऋणात्मक तीन', ... पढ़ें । 





*प्रारम्भिक बिंदु के दोनों ओर दूरियाँ (पग) बराबर होनी चाहिए! 

*+ंजब (प्रारम्भिक बिंदु), 0 के दोनों ओर के बिंदुओं को उपर्युक्त प्रकार से लिखते हैँ तो यह परम्परागत है कि 
0 के दाईं ओर के बिंदुओं को क्रम से +- , + 2, -+- 3,..-संथा' बाई ओर के बिंदुओं को क्रम से --7, -- 2, -- 3,...लिखा 
जाता है। इससे हमें () के दाईं ओर के पगगों (5:८०४) और बाई ओर के पगों में भेद करने में सहायता मिलती है । 
इस प्रकार +-3, 0) के दाईं ओर 3 पगों की दूरी पर एक बिंदु निरूषित करता है जबक्ति -- 3, 0) के बाई ओर 3 पगों की 
दूरी पर एक बिंदु निरुपित करता है। परन्तु घन चिन्ह (+-) को प्राय: छोड़ दिया जाता है चुकि बिना इसके लगाए भी 
अर्थ सरलता से समझे में आ' जाता है। 

कऊकटलको कभी कभी ऋण (77778) एक, ऋण दो ', 'ऋण तीन *, इत्यादि भी पढ़ा जाता है। परन्तु 
हम ऋण के स्थान पर ' ऋणात्मक शब्द के प्रयोग की प्राथभिकता देंगे। 
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'िद-4 क+-मपत-+ालन्‍्यदाभ०-दानम्पहाकत, 








आक्रति 3.5: 5--9-८-०-4 


“कक न्छड 


अब हम देखते हैं कि 5--9 “-- 4। इस प्रकार देखिए हमने 5--9, 98--23, इत्यादि 
ज्ञात करने में समर्थ होने के लिए संख्याओं -- , -- 2, -- 3, . . . की खोज की । संग्रह 0, , “१, 
2, “9 3 --3. .  पूर्णाकों का समुच्चय (56४ ८९ #४४६१४४) कहलाता है। जब हम इस प्रे 
संग्रह को लेते हैं तो ॥, 2, 3,. .. धनात्मक पुर्णांक (/65/06 #९एशउ ) तथा --, -- 2, +- 3,. . . 
ऋणात्मक पूर्णाक (॥६४४/४०८ 7॥४८४४४) कहलाते हैं। संख्या 0 केबल पूर्णांक हैं। न तो यह वनात्मक 
पूर्णांक है और न ही ऋणात्मक पू्णाकि | 

हम देखेंगे कि जब कभी भी वास्तविक जीवन में दो परस्पर प्रतिकूल (७//०४४४९) स्थितियाँ 
8 हा हैं तो ऐसी स्थितियों को गणितीय रूप में व्यक्त करने के लिए पूर्णाकों के प्रयोग की आवश्यकता 

ती हे। 

उदाहरणार्थ, एक दुकानदार के विभिन्न महीनों में लाभ (/#0/8 ) और हानियाँ (७5८७) ; 
समुद्र सतह (5८८ /००४) से ऊपर (४४००४) और समुत्र सतह से नीचे (/6/०४४) के पदों में स्थानों की 
ऊंचाईयाँ; 0"! के ऊपर या 0" के नीचे वस्तुओं के तापमान (/८॥४४४०/८४४४) ; इत्यादि । ऐसी 
स्थितियों में हम लाभ, समुद्र सतह से ऊपर ऊंचाई, 0(: से ऊपर तापमान, इत्यादि को धतात्मक 
पूर्णाकों से तथा उनके प्रतिकूलों (0/॥/४०४४) अर्थात्‌ हानि, समुद्र सतह से नीचे ऊंचाई, 0 (; रो नीचे 
तापक्रम, इत्यादि को ऋणात्मक पूर्णाकों से निरूपित कर सकते हैं। 

देखिए हमने ऋणात्मक पूर्णाकों को व्यक्त करने के लिए संकेत “--' का प्रयोग किया है। साथ 
ही, हम इस संकेत का व्यवकलन दर्शाने में भी प्रयोग कर चुके हैँ । क्या इससे कुछ भ्रम उत्पन्न होने की 
संभावना है? नहीं ! संदर्भ से यह सब सदेव स्पष्ट हो जाएगा। उदाहरणार्थ जब हम यह कहते 
हैं कि शिमले का तापमान --3'(; था तो यह तुरन्त स्पष्ट हो जाता है कि यहाँ कोई व्यवकलन संवद्ध 
नहीं है। यहाँ केवल ऋणात्मक पूर्णाक “-- 3' दिखाया गया है। या जब हम कहते हैं कि 0--7 
ज्ञात कोजिए तो यह तुरन्त स्पप्ट हो जाता है कि यहाँ कोई ऋणात्मक पूर्णांक संबद्ध नहीं है। यहाँ 
केवल 46 में से 7 का व्यवकलन दर्शाया गया है। 


प्रन्‍्नावली ३४7 


. निम्न में से प्रत्येक का प्रतिकूल बताइए : 
() मूल्य में वृद्धि (४) उत्तर को जाना 
(४) जनसंख्या में कमी (70) बेंक में रुपया जमा कराना 
(५) वज़न कम होता 


पूर्णाक 7 


2, आप निम्न तापमानों को किस प्रकार लिखेंगे ? 
(0) शुन्य से 7(0 ऊपर () शुन्य से 7"0 बीचे 
3. निम्न को पूर्णाकों को सहायता से वर्शाइए : 
() खाते (४८८४४४४) में से 25 झ० निकालना, 
(0) खाते गें 0 रु० जमा करना । 
4, धीचे कुछ बस्तुओं के रुपयों में विक्रय मूल्य ($०॥/969 |77665) और फ्रप भूल्य (/65४ /77८४) 
दिए हुए है। पूर्णाकों का प्रयोग करते हुए पत्येक वस्तु पर हुआ लाभ या हानि लिखिए । 











जक्ल्क बवशद 5 

विक्रय मूल्य (रुपयों में). | 30 | 78 | 24 | 76  2 | 7 78 
क्रय मूल्य ( : क्रय मूल्य (रुपयों में) रा हि बडे “आ 2 28 8 0 बढ 

बम (क्यों बे)... कण | है | 





5, यदि “-]-200 यह प्रदशित करता है कि कोई विशेष दाहर' समुद्र सतह से 200 मीटर की 
उँचाई पर है तो लिम्त से क्या प्रदर्शित होगा ? 
0) न+300 (४) -00 (४) -+-70 
6, संख्या रेखा पर निम्न संख्याएँ अंकित कोजिए' : 
-56, 3, +8 70, “+77, --9 
7. निम्न सापतों (॥८४४८४७) को पूर्णांकों की सहायता से निरूपित कीजिए : 
() मृत सागर (४८६४ 5४६) की सतह, समुद्र सतह से लगभग 390 मीटर नीचे है । 
(॥) एबरेस्ट पहाड़ (70:४४ 878०5) समुद्र सतह से लगभग 8840 मीटर ऊपर है । 


3.2 निरपेक्ष मान 

दो भिन्न, राम और दत्त, एक ही बिंदु () से प्रारम्भ करके परस्पर विपरीत दिल्लाओं में 3 मीटर 
चलते हैं। तब राम की स्थिति को -+-3 (या केवल 3) से तथा दत्त की स्थिति को -- 3 से निरूपित 
किया जा सकता है । अब मान लीजिए कि उनकी चलते की दिज्ञाओं में हमारी कोई रुचि नहीं है तथा 
केवल प्रत्येक ने 0 से जितनी दूरी चली है उसी में हमारी रुचि है। तो राम और दत्त दोनों ने ही 
प्रारम्भिक बिंदु 0) से 3 मीठर की दूरी चली है। हम कहते है कि दोनों में से प्रत्येक द्वारा मीठरों में 
चली हुई दूरी तीन' का निरपेक्ष मान (26502 ०८४४४) है । 

किसी पूर्णाक का निरपेक्ष सान उसके चिन्ह (४8४) पर बिना कोई ध्यान बिए स्वयं यह पुर्णांक 
ही होता है। हम पूर्णाक का निरपेक्ष मान दर्शाने के लिए उसे दो उर्ध्वाघर लकीरों | | के बीच में रखते 
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हैं। इस प्रकार, |3|>-3, |-- 3), 53 |--8 [+*8। चूँकि पूर्णाक 0 न तो धनात्मक है और न ही 
ऋणात्मक इसलिए हम कहते हैं कि शून्य का निरपेक्ष मान शून्य है। इसे हम लिखते है कि |0 |-- 0 
3.3 संख्या रेखा पर क्रम 

हम, पूर्ण संख्याओं में, पहले ही देख चुके हैँ कि एक संख्या दूसरी संख्या से बड़ी तब होती है जब कि 
संख्या रेखा पर पहली संख्या दूसरी संख्या के दाईं और स्थित हो । 

हम इस कल्पना को पूर्णांकों के लिए भी लागू कर सकते हैं। --2, --5 के दाईं ओर स्थित है, 
अत: हम कहते हें कि -- 2, -- 5 से बड़ा है और इसे -- 22>-- 5 लिखते हैं । इसी प्रकार -- 4, --॥ 
के बाई ओर स्थित है, अत : हम कहते हैं कि -- 4, -- । से छोटा है और इसे -- 4<: -- लिखते हैं । 

यह सरलता से देखा जा सकता है कि शस्य प्रत्येक ऋणात्सक पूर्णाक से बड़ा है तथा प्रत्येक धनात्मक 
पूर्णाक से छोटा है । 

संक्षेप में, एक पूर्णाक, दूसरे पूर्णाक से बड़ा होता है जबकि वह संख्या रेखा पर दूसरे पूर्णाक के दाईं 
ओर स्थित हो । साथ ही, एक पूर्णाक, दूसरे पूर्णाक से छोटा होता है जबकि वह संख्या रेखा पर दूसरे . 
पूर्णाक के बाई ओर स्थित हो । 


प्रन्‍्नावली 3.2 


|. |. 


'. _], खाली स्थानों में उपयुक्त संकेत '>' या '< भरिए ताकि निम्न में से प्रत्येक सत्य हो । 


(4) 0...--7/ (3) --2...2 
(70) --..-8 द (४४०) 0...7 
(५) --8...--3 (पा) 4&,..-+7] 
(ए) --8...-- 3 (शो।) -- 6. ..-- 2 


2, निम्त को आरोही क्रम (/##४%४४8 ०/४४/) में लिखिए : 
“3, 47, - -0, 06, --4 
3, निम्त को अवरोही क्रम (४८6४४6४96 ०४४) में लिखिए : 
"5 औ॥: ४ ॥0 0 थे, +* 85 2] 
4, निम्न में से प्रत्येक युग्म में कौनसी संख्या बड़ी है ? 


(7) 40, 20 (7) --740, 20 

(उ9) ॥40, --१20 (7०) --40, --20 
5. निम्त में कौन छोटा है ? 

(4) --2874 या --4948 (४) --40785 या 26 

(पं) --289]3 या --20640 (79) 999 या 9999 


6. :-7 और 3 के बीच में कितने पूर्णाक हैं ? कितनी पूर्ण संख्याएँ हैं ? ( 
7, निम्न में से प्रत्येक का निरपेक्ष मान लिखिए: 
“7 ) 0, 8, --7,-+-3 


एकक 79 


पृणाकों पर संक्रियाएँ 


इस एकक में हम यह सीखेंगे कि पूर्णाकों को किस प्रकार जोड़ा, घटाया, गूणा और भाग किया जाता 
है। साथ ही इस एकक में हम इन संक्रियाओं के गुणों का भी अध्ययन करेंगे । 


भ् 
ञ 
्र्ज 


4. पूर्णाकों का योग दा 
4.,] यदि दोनों पूर्णाक धनात्मक या शून्य हों तो हम पहले से ही जानते हैं. कि इनको किस प्रकार 
जोड़ा जाता है। परन्तु यदि दोनों में से एक था दोनों ही ऋणात्मक हों तो कया होगा ? हम पूर्णाकों के 
योग के लिए ऐसा या एसे नियम जानना चाहेंगे जिनसे हमें अपने देनिक जीवन के अनुभवों के अनुकूल 
उत्तर प्राप्त हों। उदाहरण के तौर पर हम जानते हैं कि 7 ० के लाभ और उसके वाव 4 रु० की हानि 
से परिणामतः 3 ₹० का शुद्ध लाभ होता है। अतः: हमें यह आशा करती चाहिए कि 7+- (--4) + 3। 
इसी प्रकार 3 रु० के लाभ और उसके बाद 5 रु० को हानि से परिणामतः: 2 रु० की शुद्ध हानि होगी । 
अतः हमें यह आशा करनी चाहिए कि 3-- (० 5] -४--2 | 

आइए अब संख्या रेखा की लें। आपको याद होगा कि, उदाहरणार्थ, +- 3 दाई ओर को 3 पग 
चलता निरूपित करता है और -- 3, बाई ओर को 8 पग चलना । इस ज्ञान के साथ आइए अब पूर्णाकों 
को जोड़ें । 

उदाहरण : --7 और --4 को जोड़िए । 

हल : हम संख्या रेखा पर () से प्रारम्भ करेंगे तथा पहले, दाईं ओर को 7 पग्र चलेंगे। माना 
हम इस प्रकार / पर आ जाते हैं। अब हम ४ से प्रारम्भ करते हुए दाईं ओर को 4 पग चलेंगे 
और > प्रकार मान लीजिए हम ४9 पर आ जाते हैं। (देखिए आकृति 4.) इस प्रकार, 
7+(- 4) 


बा 





7 हि 
“+++्+» 
शक मिट ली अर जल, नमी! हवीदलल, मे न, दल तल नमहिद अमल किज अर बलराम! / मल मन टिक लीन 
3 "४2 4 9 3 4 5 86 7 


0 
0 8 ५ 
क्षाएति 4।: 7+(--4) 7८) 
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(यदि हम पहले 4 पग बाईं ओर को चलें तथा फिर 7 पग दाईं ओर को चलें तो क्या होता है ! ) 
उदाहरण 2: +-2 और --5 को जोडिए। 
हल : संख्या रेखा पर () से प्रारम्भ करके हम पहले 2 पण दाईं ओर को चलते है और, मान लीजिए, 
(पर आ जाते हैं। फिर, 0 से प्रारम्भ करके हम 5 पग बाई ओर को चलते हैं और, मान लीजिए, 


9 पर आ जाते हैं। (देखिए आकृति 4.2) तब 2+- (-- 5) 55-- 3 
. +5 





आकृति 4.9: 2+-(--5) -+-- 3 
(यदि हम पहले 5 पग बाईं ओर को चलें तथा फिर 2 पग दाईं ओर को चलें तो क्या होता है ? ) 
उदाहरण 3: --3 और --8 को जोड़िए। 
हल : संख्या रेखा पर (0 से प्रारम्भ करके पहले हम 3 पग बाई ओर को चलते हूँ। मान लीजिए 


हुम ? पर आ जाते हैं | 
अब हम ? से प्रारम्भ करके बाईं ओर को 8 पग”और चलते हैं तथा, मान लीजिए, (३ पर आ जाते 
हैं । (दिए आकृति 4.3) इस प्रकार, (“--3)+ (-- 8) ₹5--77 
“8 
*+५६७४४७७७६४७-४#४##७७७७४६७-७७-छ७छ#ऋ८छ न्न्तु 


| ४3% 
3६५०-३० 22620 32:45 7८ | कद केक ज पल लक नर > रा पक कक 
४३ -2-4/0 -9 -8 “7 5-0 “9 -4 “3-०2 “ 0 2 
५ ? क 
आकृति 4.3: (-3)+(-8)55--7 
(यदि हम पहले 8 पग बाईं ओर को चलें तथा फिर 3 पग बाई ओर को और चलें तो क्या होता है? ) 


प्रदनावली 4,॥ 


१, संख्या रेखा की सहायता से निम्न पूर्णाक युग्मों (#८४४ ० ४722४) क्ता योग ज्ञात 


कौजिए ; 
(का “7, 5 ॥ 
7९) 6, 4 ए 


अप 9 | है“ 
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2. निम्न में से प्रत्येक ज्ञात कीजिए । जहां तक संभव हो संझिया रेखा का प्रयोग न कीजिए । 


($) 2--(--8) (४) --7+(--3) 
(7) --4+-(--5) (3ए) --20--2 
(०) --22+-(--68) (४) 49--(--2) 
3. निम्न योग सारणी पूरी कीजिए 
दूसरी संख्या 

न | 3 “2 +-]7 0 2 8 

++ 5 हे ः 

2 

- 7 
पहली 0 
संख्या 7 


2 । 
3 
(क) क्‍या यह योग सारणी मुख्य विकर्ण के सापेक्ष समभित है ? 
(ख़) सारणी से जाँच कीजिए कि -- 34 (--) 55---- (--3)। क्या यह सत्य 
है कि 3+- (“ - 2) 55(--2)+-3 ? 
(ग) उस पूर्णाकों के युग्म लिखिए जिनका योग शूत्य है । 
(घ्‌) आप पहली संख्या 0 को तदनुरूपी पंक्ति में क्या देखते हें ? 


4..2 अनुच्छेद 4,,4 के उदाहरणों से हम पूर्णाकों का योग ज्ञात करने को नियस निकाल 
सकते हैं। क्या आप बता सकते हैं कि ये नियम कौन से हैँ ? हम देखते हैं कि 
(क) यदि पूर्णाक समान चिन्हों (॥/6 50४5) के हूँ (अर्थात्‌ दोनों धनात्मक हें या दोनों 
ही ऋणात्मक हैं तो हम उनके निरपेक्ष मानों को जोड़ते हुँ और योग में उभयनिष्ठ घिन्ह्‌ लगा देते हैं । 
( खः ) थदि पूर्णांक असमान च्न्हों 502/#6 उ7ट्0) के हों तो हम 
(7) उनके निरपेक्ष ज्ञात करते हें, 
(0) छोटे निरपेक्ष मान को बड़े मान में से घटाते हें, तथा 
(0) इस अंतर में बड़े निरपेक्ष सानवालें पूर्णाक का चिन्ह लगा देते हें । 


उदाहरण 4: --257 और --63 को जोड़िए 
हल : हम देखते हैं कि दोनों पूर्णाक ऋणात्मक हैं। अत; हम नियम (क) का प्रयोग करते हें । 
|--257| 5257 


|- ०3] 
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हो हम निरपेक्ष मानों अर्थात्‌ 257 और 63 को जोड़ते हैं और हमें 257--635--320 प्राप्त 
ता है। 
अब हम इसमें उभयनिष्ठ चिन्ह लगा देते हें। इस प्रकार, 
--257-- (-- 63) -5-- 320 
उदाहरण 5: --39 और 87 को जोड़िए | 
हल : पूर्णांक असमान चिन्‍्हों के हें। इसलिए हम यहाँ नियम (ख) का प्रयोग करते हैं । 


|-- 39 | 5539 
| 8]| 587 फ 
--39 का निरपेक्ष मान छोटा है। इसलिए हम 87 में से 39 घटाते हें। इस प्रकार हमें 42 प्राप्त 


होता है । 
अब इस अंतर अर्थात्‌ 42 में, हम बड़े निरपेक्ष मान वाले पूर्णांक का चिन्ह लगा देते हें जो कि 
ही है । 
इस प्रकार, --39-+-85---4 2 
उदाहरण 6: 494 और --795 को जोड़िए। 
हल : , हमें नियम. (ख) के प्रयोग की आवश्यकता है। (क्यों? ) 
ह | 494| 75494 
[--795[| 5-795 
795-- 49455 304 
बड़े निरपेक्ष मान वालें पूर्णांक का चिन्ह --' है। इस प्रकार, 494-- (-- 795) 55-- 304 


अ्दनावली 4.2 
, निम्न पूर्णाक युग्मों को जोड़िए : 
(7) --40, 70 (7) --80, 46 
(77) --800, 820] (7ए) 240, -- 320 
(४) 908, “8 .. (शं) 498, -  32 
(४7) 666.6, --7777 (शा) --8894, -- 789 
2. निम्न में से प्रत्येक में योग ज्ञात कीजिए : 
(7] --494--(-- 795) (0) 509+-(--877) 
(7) --280--(-- 45) (37०) --623-- (623) 


(४) 3003-+-(--999) (४) 86--(--846) 
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4..3 अनुच्छेदों 4.] और 4..2 के प्रइनों में हम, उदाहरणार्थ, यह देख सकते हैं कि 
7 ( 4) 55 (“ -4) + 7, 
207 0505) **| २८5 )ललड, 
कल आल लत है कल | नह) 
“7257-57 (“० 63) 75-- 63-+- (“ 2597), तथा 
494-।- (“7 795) + (“-795) + 494 
दूसरे शब्दों में, हम पूर्णाकों को किस क्रम में जोड़ते हें इससे योग पर कोई प्रभाद नहीं पड़ता । 
बंया आप इस गुण का नाम बता सकते हैं? हम कहते हूँ कि पुर्णाकों का योग क्रमविनिर्मेय है। अर्थात्‌ 
यदि ८ और ४ कोई दो पूर्णाक हों, तो 
4 0०5 0-- 6 
यदि हमें तीन पूर्णाकों को जोड़ना हो तो क्या होगा ? आइए --80, 46 और 70 को जोड़ें । 
यह सरलता से जाँच की जा सकती है कि 
(--804-46)-+70-5 -- 80+-( 46-+-0) 
कक क्या आप इस,गुण का नाम बता सकते हूँ? हम कहते हैं कि पूर्णाकों का योग सहचारी है। 
अथ 
_घदि ८ 8 और ८ कोई तोन पुर्णाक हों, तो 
(४--१ ) +०४८०5४+- (#--४) 
पहले ही की तरह हम, प्रायः इस समान योग को ८-।- 8-०४ लिखते हैं । 
दूसरे शब्दों में, तोन पृर्णोकों का योग ज्ञात करने में इसका कोई प्रभाव नहीं पड़ता कि हस पहले 
कौन से दो पूर्णांक (लेकर) जोड़ते हें और फिर योग ज्ञात करने के लिए उसमें अंतिम पूर्णाकु जोड़ते हैं । 
वान्य और किसी पूर्णाक के योग के बारे में आप क्या सोचते हैं ? हम देखते हैं कि 
0-- 05> 0 
0-4 ( “+ 20 |) #5-- 2057-- 20-+- 0 
0-- 63*ऋ 6355 63-- 0 
दूसरे दाब्दों में, किसी पुर्णाक और शून्य का योग स्वयं यह पूर्णाक होता है। संकेतों का प्रयोग कर 
हम कहते हैं कि 
यदि ८ कोई पूर्णाक हो, तो 
धर्न- 0 स|क्ष्त्तल 0 +- 4 
यह शून्य का योज्य गुण कहलाता है तथा 0, (पूर्णांकों के) योग के लिए तत्समक अवयब कहलाता 
है । 
अंत में, हम चार या उससे अधिक पूर्णाकों को क्षिस प्रकार जोड़ते हें? पहले ही की तरह हम योग 
के क्रविनिमेय और साहचये गुणों का, यदि आवश्यक हो तो कई बार, प्रभोग करेंगे और उनके सरलतत्र 
प्रमुहू बताकर योग ज्ञात करेंगे। 
पदाहुरण 7; >-- !, --9, 23, “ “32 और--48 का योग शात कीजिए | 


स्य गणित 


हल $ --7-- (-9)+-23-- (32) + (--48) 
 +[-77॥-+-(--79)]+-23--[(--32)+ (-- 78) | 
++ (-- 30) + 23-+- (-- 50) 
न [77 30-- (८750) ]- 23 
झू-+80+*-2355- 57 


प्रहनावली 4.3 


. निम्न योग ज्ञात करने के लिए संख्या रेखा का प्रयोग कीजिए|: 
(4) --6+-3-+-(-- 4) (7) --+-8+-(--3) 
(॥) -3+-(--4)+ (--$) 
2. योग ज्ञात कीजिए । [सबसे उपयुक्त संयोग (७550८6४9४) का प्रयोग कीजिए ।] 
(4) 373, -- 245, -- 373 (॥) --397, --87, --9 
(धर) --982, 934, --8, - -2034  (7ए) ->4329, 8648, --4377 
*3, आइए (पूर्णाकों के लिए) एक संक्रिया *' ऐसी खोजें कि यदि ४ और £ दो पूर्णाक हों 


त्ती ट 
4+#9<-> दर्न-8-[- 
उदाहरणार्थ,,. 2355 2-- 3-+- 55 6, 
4% (“० 3) +54-++ ( “ 3) + 5 2 
हे (क) --2*(--2) का क्या अर्थ है? 0*7 का क्‍या अर्थ है? 0# (--5) का क्या 
अर्थ है! 


(ख) क्या 2% 3553% 2 है? क्‍या # एक क्रमविनिमेय संक्रिया है? 


4. 2 पूर्णाक' का ऋणात्मक 

घनात्मक और ऋणात्मक पूर्णोकों से सामान्य युग्मों उदाहरणार्थ । और --7, 2 और --», 3 
और-- 3, इत्यादि का संकेत मिलता है। हम देखते हैं कि प्रत्येक युग्स सें 30002 3 है, अर्थात्‌ 4-+- 
(--) 5-0, 2+(-- 2) 5750, इत्यादि। ऐसे किसी भी युग्म में प्रत्येक दूसरे पूर्णाक का 
ऋणांत्मक (या योज्य प्रतिलोम (४४८४४०८ #%7४5४४)] कहलाता है। अतः 3 का ऋणात्मक --3 है 
तथा --3 का ऋणात्मक 3 है। इस प्रकार, प्रत्येक शून्येतर पूर्णाक '« के लिए एक पूर्णांक --'द 
इस प्रकार होता है कि ८-(--०) 55०0। ““-०', 6 का ऋणात्मक (या योज्य प्रतिलोम) कहलाता है । 
धन्य का ऋणात्मक स्वयं शून्य ही है ? 
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प्रहनावली 4. 4 


. निम्न में से पूर्णाकों और उनके ऋणात्मकों के युग्म चुनिए : 
““ 77, ह॥ कह 9, चल 4, "3, 3, 6, १ 4, 4, ““ 8 
2. निम्न में से प्रत्येक का ऋणात्मक लिखिए : 
कार 200, लय 400, “55, धन्य 49, 94, 95, 0, प्ज््् ] 
3. संड्या रेखा पर निम्न में से प्रत्येक को *.! से तथा उसके ऋणात्मक को “9८? से दर्शाइए : 
५ धत्ू ह। जा न 4) 8 
4, रिक्त स्थान भरिए : 


(7) -74/-«-75०0 (7) 8--...550 
(४४) 3+(- 3) 7-.. (ए) -«-+ (--5) "० 
(०) --7+---*0 (४) --2+255..- 


4०3 पूर्णाकों का व्यवकलन 


आपको थाद होगा कि व्यवकलन, योग का प्रतिलोम होता है। उदाहरणार्थ 9 में से 5 घटाने 
का अर्थ वही है जो ऐसी संख्या ज्ञात करते का जिसे 5 में जोड़ने से 9 भाप्त हो जाए। 

बह के तौर पर 0 में से -- 8 घटाने के लिए हम इसी प्रकार का प्रश्न पूछते हैं कि (-- 8 
में हम क्या जोड़ें कि 0 प्राप्त हो जाए?! स्पष्ठतया इसका उत्तर 8 है। 

(यदि आप संख्या रेखा पर मान लीजिए किसी बिदु * पर हैं जो कि प्रारम्भिक बिंदु 0 से 8 
पग बाईं ओर को है तो आपकी एक ऐसे बिंदु तक आने में, जो कि () से 0 पग दाईं ओर को है, 4 
से उसके दाईं ओर! कितने प्र चलने पड़ेंगे? ) 

अब आइए -- 8 का ऋणात्मक ज्ञात करें और उसे 0 में जोड़ें। हमें क्‍या प्राप्त होता है ? 
“8 का ऋणात्मक 8 है जिसे १0 में जोड़ने पर हमें 8 प्राप्त होता है। इस प्रकार, 

0-- ( “० 8 ) 5६ 2 0-- 855 7 8 

दूसरे द््ब्दों में, 0 में से - 8 घटाने के लिए हम 0 में -- 8 का ऋणात्मक (या योज्य प्रति- 

लोम) जोड़ते हें। वास्तव में यह पूर्णाकों के व्ययकलन का नियम ही है। 
यवि ८ और £ कोई दो पूर्णाक हों तो ८ में से # को घटाने का अर्थ वही है जो ८ में # का ऋणात्मक 
(या योज्य प्रतिलोस) जोड़ने का। अर्थात्‌ 
4-9 +5६-- (--£४ ) 


एक बार जब हमें / का ऋणात्मक ज्ञात हो जाए, तो हम वांछित परिणाम प्राप्त करने के लिए 
पूर्णाकों के योग के नियम' (क) या (सत्र) का प्रयोग कर सकते हैं । 
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प्रशनावली 4.5 
. घटाइए : 
(३3) 8में से --3 (7) 7 में से-9 
(0) “6 में से -5 (7५) -7 में से 2 
2, घटाइए : ह 
(3) 3]26 में से --82 (7 ) -6 में से 8650 
(४) --4709 में से -- 3987 (9 ) ० में से --236 
(9०) 0 में से 236 (५ ) 732 में से 0 
(५) --732 में से 0 (शा) 4032 में से 83247 


3. रिक्‍त स्थानों में उपयुक्‍त संकेत '< या >> भरिए : 
(3) (-5)+(--8)...(-.5)-(-8) 
(3 )। (--7 --(--45)...(- -5)-+- (“ 45) 
(77) (-20)-(+-20)..-(+20)-- ( + 65)7 
4. --27 में से 23 घटाइए। 23 में से --27 घटाइए | 
क्या 23-- (- 27) 5--27-23 है? 
5, एक दिन दोपहर 49 बजे दिल्ली में तापमात 40(४ था। उसी दिन सायं 4.बजें तक यह 
"तापमान गिरकर 32"(? रह गया। तापमान में गिरावट ज्ञात कीजिए | 


6, दो स्थान 4 और # क्रमश: समुद्र सतह से 70 मीटर और 22 मीटर ऊपर हैं। ४ से #8 
की कितनी ऊचाई है ? 


7, रिक्त स्थान भरिए : ु 
(१) किसी पूर्णाक में से 7 घटाने के लिए, हम उस पूर्णाक में. ..जोड़ते हें । 
(7) किसी पूर्णाक में से -- घटाने के लिए, हम उस पूर्णाक में...जोड़त' हैं ।] 
' (॥) --4+- -.. 2 
(7ए) -“-8- ... 5२0 
(०) «« “725ल्‍77-- 64 
8, दो पूर्णाकों का योग --396 है। यदि इनमें से एक 64 हो तो दूसरा ज्ञात कीजिए । 
9, एक कक्षा के टेस्ट (४६55-४5४) में उत्तीर्ण होने के लिए 88 नतम जितने अंकों की 
आवश्यकता है उससे शशि ते 25 अंक अधिक प्राप्त किए तथा उसकी बहिन रीता ने 3 अंक कम प्राप्त 
किए। दइशि ने रीता से कितने अंक अधिक प्राप्त किए ? 


# ] 0, ज्ञात कीजिए : 
-- 2+ 3-- 4-- 5-- 8-- ..,+- 49-- 50. 


*+7, योग 7+-(--)+ 7+(-)+7+ (--)+...परः विचार कीजिए। यह योग 
कितना होगा जबकि इसमें . 


(4)|734 एक हों (४) 262 'एक हों। 


ना 
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4. 4 पृर्णांकों का गुणन 
4.4. हम पहले से ही जानते हैं कि यदि दोनों पूर्णांक धनात्मक या शून्य हों तो उनको किस 
प्रकार गुणा किया जाता है। आपको याद होगा कि गुणन केवल बार बार योग ही है। उदाहरण 
के तौर पर, 4» 5554-+- 4+-4-+-4+-4 अर्थात्‌ 20 है। 

यदि हम, मान लीजिए, -- 5 और 4 को गुणा करना चाहें तो हम क्‍या करेंगे”? आइए एक 
वास्तविक जीवन से संबंधित स्थिति पर! विचार करे तथा देखें कि --5 ओर 4 का योग ज्ञात करने 
में क्या व्यावहारिक ज्ञान (८४४०४ ४४॥5४) हमारी कुछ सहायता कर सकता है ? 

उदाहरण 5: एक घड़ी प्रतिदिन (अर्थात्‌ प्रत्येक 24 घंटे की अवधि में ) 5 मिनट सुस्त हो जाती 
है। वह 4 दित में कितनी सुस्त हो जाएगी ? 

' हल : स्पष्ट है कि घड़ी 4 दिन में 20 मिनट सुस्त हो जाएगी । 
दूसरे शब्दों में, 
[5 86 का नह 20 कह [6 (86) 6 (“लव ) वाल 

अब आइए एक ऐसी स्थिति का अध्ययन करें जिससे हमें, उदाहरणार्थ, 4 और -- 5 का गुणा 
करने में सहायता मिलेंगी। ; 

उदाहरण 2: एक व्यक्ति जो कि पश्चिम से पूर्व की ओर 4 किलोमीटर प्रति घंटे की चाल से 
जा रहा है किसी बिंदु 0) तक आ जाता है और उसके आगे भी उसी चाल से और उसी दिशा में चलना 
जारी रखता है। () पर पहुंचने के 2 घंटे बाद वह कहाँ होगा? () पर पहुंचने से 5 घंटे पहले 
वहू कहाँ था ? 

हल : स्पष्ट है, () पर पहुंचने के 2 घंटे बाद वह व्यक्ति () से 8 किलोमीटर पूर्व में होगा और 
0 पर पहुंचने से 5 घंटे पहले, बह (0) से 20 किलोमीटर पश्चिचम में था। यदि हम उसकी स्थितियों को 
एक संख्या रेखा परः निरूपित करें तो हम देखते हैं कि (0 पर पहुंचने के 2 घंटे बाद वह, बिंदु--- 8 पर 
होगा तथा (0 पर पहुंचने से 5 घंटे पहले वहू, बिंदु --20 पर ' था| 

इस प्रकार 49८ (+2) 558 तथा 49 (-- 5) न्‍्न-- 20 

अंत में, हम दो ऋणात्मक पूर्णाकों, उदाहरणाथे, -- 2 और- 5 को किस प्रकार गुणा करते हैं? 
हम यहां ऋणात्मक पूर्णाकों को गुणा करने के नियम के बारे में कुछ संकेत प्राप्त करने के लिए प्रतिरूप 
विधि (/८४/४४४ 2//!7०८८/) का प्रयोग करेंगे ? 

आइए निम्न को देंखें : 


(-- 5) >*€ 6-5-+ 30 
(--5) ८ 555-- 285 
(-- 5) »( 455-- 20 
(--5) 2८ 355-- 5| 
(को कक + जि ]0 
-“-5) » ]55-- 5] 
(-7 5) >< 055 0 
(-- 5) 2 (“- ) ८? 
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इस ऋण पाँच गुनी सारणी में हम देखते हैं कि जब दूसरा पूर्णांक । धठता हैं तो गुणबफल 5 बढ़ 
जाता है। अत: (--5) 2८ (--) ज्ञात करने के लिए हमें इससे पहले गुणनफल को 5 बढ़ा देना 
चाहिए। इससे हमें (--5) ८ (--)5+-8 भाप्त होता है। इसी प्रकार (--5) » (--2) 
ज्ञात करने के लिए हमें इससे पहले गुणनफल को 5 बढ़ा देना चाहिए। इससे हमें (--5) >< (--2) 
++0 प्राप्त होता है। आइए ऐसे कुछ और गुणनफल' लिखें । 
(--5)  (“-3)57-5, 
(775) 2 (-- 4) 5 20, 
(-- 5) » (--5)5-25, इत्यादि 
अत: दो पुर्णाकों के गुणन के लिए हमें निम्त नियम प्राप्त होते हैं : 
(क) यदि पूर्णाक समान चिन्‍्हों के हों तो उनका गुणनफल' धनात्मक होता है । 
(ख़) गदि दोनों पुर्णाक असमान चिम्हों के हों तो उम्तका गुणबफल ऋणात्मक होता है, 
प्रत्येक स्थिति में, गुणनफल का निरपेक्ष मान, वोनों पुर्णाकों के तिरपेक्ष मानों के गुणनफल 
के बराबर होता है । 
उदाहरण 3: --4 और १2 को गुणा कीजिए । 
के हल ; |-- 4 [+-4, |2[-5%, निरपेक्ष मानों का गुणनफल 34/< 2568 है। अब . 
दोनों पृर्णाक असमाव चिन्हों के हैं, अतः नियम' (ख) के अनुसार इनकी गृणनफल का चिन्ह ऋणात्मक 
होगा। 
इस प्रकार, (--4) »€ [25:-- 68 
उदाहरण 4: --25 और --3 को गुणा कीजिए । 
हल: [25 |5525, |-- 3 [२३3 
निरपेक्ष मानों करा गुगनफल 252 3 अर्थात 75 है। साथ ही, चूँकि दिए हुए पुर्णांक समान 
चिन्हों के हैं अत: इनके गुणचफल का चिन्ह धनात्मक होगा। 
इसप्रकार, (--25) 2 (--3) 5-75 


प्रशनावली 4.6 
, भुणा कीजिए : 
(४ ) -5 और 6 . (३४) 4 और -- 3 
(४) --48 और 7 (०) “+2 और -- 6 


(५०) 0 और --5 (४) --47 और ० 
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2, निम्न गुणन सारणी पूरी कीजिए : 
दूसरी संख्या 
७ | “ 3 52 -“+7] 0 ]4 9१9 3 
 ठे 
“2 
७-० ] 








पहली 
संख्या 


हे 


एः 


2 


(क) क्या गुणन सारणी मुख्य विकर्ण के सापेक्ष सममित है ? 
(ख) निम्न में से प्रत्येक के पक्ष हा दी दो उदाहरण दीजिए : 
(१ ) दो धनात्मक पूर्णांक पाकों गुणनफल' धनात्मक होता है; 
(7 ) दो ऋणात्मक पूर्णांकों का गुणनफल घनात्मक होता है; 
(77) एक घनात्मक पूर्णांक और एक ऋणात्मक पूर्णांक का गुणनफल ऋणात्मक 
होता है ? 
(ग) सारणी से जाँच कीजिए कि (--3) »€ 25 22८ (“--3) | क्या यह सत्य है कि 
(-3) % (--2)5(--2) १ (--3)! 
(घ) उन पूर्णाक युग्मों की सूची बनाइए जिनके गुणनफल शून्य है। 
3. निम्न गुणनफल्ल ज्ञात कीजिए : 
(7) 659< (--3) 
(7) (--399) »< 9 
(४) (--465) 2 (-- 25) 
(79) (““23067) »< 0 
4, () ]6 और --१ का गुणा कीजिए । क्‍या आपको याद है कि 76 का ऋणात्मक 
क्‍या है 
(0) “5 27 और --3 का गुणा कीजिए। क्या आपको थाद है कि -- 27 का ऋणात्मक 
क्‍या है ! 
(हम देखेंगे कि किसी पूर्णांक का ऋणात्मक प्राप्त करने का अर्थ बही है जो उस पुर्णांक को 
“.-]' से गुणा करने का । ) 


4, 4, 2 क्या इसका कुछ प्रभाव पड़ता है कि हम दो पूर्णाकों को किस क्रम में लेकर उनका गुणनफल 
ज्ञात करते हैं? उदाहरण ! में यह सरलता से जाँच की जा सकती है कि (--5) & 4554» (-- 5)। 
इसी प्रकार उदाहरण 4 में यह सरलता से जाँच की जा सकती है कि 

(-- 25) »& (-- 3) 55 (““3) ८ (-- 25) 
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वास्तव में, यह किन्हीं भी दो पूर्णांकों के लिए सत्य है । हम कहते हैँ कि पूर्णाकों का गुणन क्रमविनिसेय 
है। दूसरे शब्दों में, दो पूर्णाकों के गुणा करने में इसका कोई प्रभाव नहीं पड़ता कि हम पूर्णाकों को 
किस कम में लेकर गुणा करते हैं । 
संकेतों का प्रयोग करने पर हम लिखते हैँ कि 
यदि ८ और ०८ कोई दो पूर्णांक हों, तो 
(>0--99%6 ु 
अब किसी पूर्णाक और शून्य के गुणनफल के बारे में आप कया सोचते हैँ? प्रशनावली 4,6 के प्रश्न 
के (५) और ((ं) भागों में हम देखते हं कि 
0» (--5) -0 
(--]) »( 05:0 
हम यह पहले से ही जानते हैं कि शून्य और किसी भी पूर्ण संख्या का 5 80033 णनफल सदेव शून्य होता 
है। इस परिणाम और उपर्युक्त दो उदाहरणों से हम देखते हैँ कि कप तय किसी भी पूर्णाक का 
गुणनफल सदेव शून्य होता है। संकेतों का प्रयोग करने पर हम कहते हैं 
यदि ८ कोई पूर्णाक हो, तो 
4» 0-5 0 6-+ 0 
आइए अव दो पूर्णाकों के 2248 णनफल का निरीक्षण करें जबकि इनमें से एक पूर्णाक ] है। हम यह 
पहले से ही जानते हैं कि और किसी पूर्ण संख्या का गुणनफल स्वयं वह पूर्ण संख्या होती है। हम यह 


भी देखते हैं कि 
> (--) 57-- 55( - >7) ८ ५ 
| 2 (--2) 55-- 255 (2) »६ 
[ 2 (--3) +5-- 375 (“०3 ) »< । 
|»% (-- 4) उत -- 4८ ( -- है >< पु 


इस प्रकार, हम देखते हैं कि । ओर क्षिसो पूर्णांक का गुणनफल सदेव स्वयं वह पूर्णांक होता है । 
यह ? का गुणन गुण (#॥४४///64६०४ #7०/७१/ 0 4) कहलाता' है तथा पूर्णाकों के गुणन फे लिए 
। तत्समक अवयवब कहलाता है। संकेतों का प्रयोग करने पर हम लिखते हैं कि 
यदि 4 कोई पूर्णांक हो, तो 
]>4ल्‍--6 >६ नन्‍ध 
आइए अब तीन पूर्णांकों, उदाहरणार्थ, --45, --8 और 25 का आपस सें गुणा करें। 
[((--45) ८ (“-8)] >( 2555360»< 25 
+59000 
(--45) *[(--8) ८ 25] 55 (- 45) ८ (--200) 
+०9000 
हम देखते हैं कि 
[(-745) 2८ (-78)] 2( 285: (--45) 2८ [(--8) >< 25] 
दूसरे शब्दों में, हम किन्हीं भी दो पूर्णांकों का संयोग करके उनके गुणनफल का तीसरें पूर्णांक से 
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गुणा कर सकते हें। वास्तव में, हम दंखते हूँ कि उपर्युक्त उदाहरण में संयोग [( ))८ (--8)] 
को तुलता में संयोग [[--8) »< 25] से सरलतम समूह प्राप्त होता है। 
उपर्युक्त उदाहरण गुणन के एक अन्य महत्वपूर्ण गुण की व्याख्या करता है । वह यह कि पूर्णाकों 
का गुणन सहुचारी है। अर्थात्‌ 
तीन पूर्णाकों का गुणनफल ज्ञात करने में इसका कोई प्रभाव नहीं पड़ता कि पहले हम कौनसे दो 
पूर्णाक (लेकर) गुणा करते हूं और फिर इस गुणनफल को अंतिम पूर्णाक से गुणा करते हैं । 
संकेतों का प्रयोग करने पर, हम लिखते हें कि यदि ८, / और ८ कोई तीन पूर्णाक हों तो, 
(६ >९ 8 ) 6त्स6 2८ ( 9 >< 5) 
इस गृण के फलस्वरूप ही, हम प्रायः इलत सम्तान गुणनफलों को 6८०८9४»८ (या फेंबल ८४८) 
लिखते हैँ। अंत में, हम चार या अधिक पूर्णाकों का किस प्रकार गुणा करते हूँ। हम क्रमधिनिमेय 
और साहचर्य गुणों का, यदि आवश्यक हो तो कई बार, प्रयोग करते हूँ और पूर्णाकों के सरलतस समूह 
बनाकर उनका गुणनफल ज्ञात करते हूँ। 
उदाहरण 5६ --48, -- 4 25 ओर --23 को गुणा कीजिए । 
हल: (--48) & (-- 4) 2८ (25) »८ (--23) 
++[(--48) 2 (--4)] < [ (25) 2 (723) ] 
++922८ (“- -575)55--70400 
या, हम इनके निम्न सरलतम समूह बना सकते हूँ और इनका गुणनफल ज्ञात कर सकते हूँ 
(--48) ४ (-- 4) & (25) & (-“- 23) ह 
न [(- 748) *< (--23)] 2८ [ (--4) »< 25] 
++]]042८ (“ 700) ₹-- ]04 00 


4.4. 3 पूर्णांकों के लिए वितरण गुण 
आइए, उदाहरणार्थ, 2» [3-+- (--)] को दो विभिन्न विधियों से ज्ञात करें : 
29 [3+-(--)] 552» 25 4 
साथ ही, 220 3+-2 2 (“--) + 6+- (“ 2) #+ 4 
हस प्रकार, 22८[3-+-(-- ])]552»< 3+-29८ (--) 
इसी प्रकार, उदाहरणार्थ, हम यह भी जाँच कर सकते हूं कि 
62८ [(->8)+-4] 7562८ (--8) +: 6» 4 
या, (“--2) »८ [7+- (-- 5)]5: (2) ४ (7) (- 3) ४ (-- 5) 
या, (-8) ८ [[--6)+(- 4) ] 55 (8) & (--6)-7 (“८ 8) & ( -- 4) 
वास्तव में, यदि तीन पूर्णाक ८, ? और ८, दिए हुए हों तो यहूं सरलता से जाँच को जा सकती है कि 
८०८ (0--८) ६ 2९ 8-4 2८ ४ 
या, 6 (0-६) ०८0 -- ०४ 
हम कहते हैं कि पूर्णाकों का; गुणन, योग के ऊपर थितरणात्मक है। 
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प्रतनावली 4.7 


।. निम्न ज्ञात कीजिए : (सबसे उपयुक्त संयोग का प्रयोग कीजिए ) 
(0) (--9) 2८ 36/८ (-5) : 
(8) (-8) ४ (43) २0 
(॥) | (8) &/६-783) 2६ (४-4) 
(0) (--45) & (55) 2 (--0) 
2. निम्व के मान ज्ञात कीजिए : 
(7) --425>» [-- 8) » 35% (--42) 
(2) -2»%(-3) ४ (--4) & (--5) # (“-6) 
(॥) (-+48) ८ (“-8) ८ 6# 0 
(४7) (+-8) »& 02८ 37» (737) 
3, यदि हम निम्न का गुणा करें तो गुणनफल का क्या चिन्ह होगा ? 
($) 4 ऋणात्मक और 3 धनात्मक पूर्णाक 
(7) 2 ऋणात्मक और 5 धनात्मक पूर्णाक 
(0) 8 ऋणात्मक और 3 धनात्मक पूर्णांक 
। (39) 2॥ ऋणात्मक और ३ धनात्मक पूर्णांक 
' 4. पूर्णाकों --40, 26, - ८54, “768 और 0 में से प्रत्येक की दी पूर्णाकों के गुणा के रूप में 
लिखिए जब कि इनमें से एक पूृर्णाक --] हो । 
5. सरल कीजिए : (--8) ८ [0-- 5-- 43+ 98] 
6. निम्न की तुलना कीजिए : 
() (]--9) » 30 और -- (92८ 0) 
(४) (4--3)  0 और 4--( 3» 0) 


4. 5 पूर्णाकों का विभाजन 
अब जबकि हमारे पास पूर्णाकों को गुणा करने के नियम हैँ, उनके विभाजन के नियम ज्ञात करना 
सरल है। निस्संदेह, हम इस बात पर बल देंगे, जेसा कि हमने पूर्ण संख्याओं के लिए कहा था, कि शून्य 
से विभाजन नहीं किया जा सकता । 
आपको याद होगा कि विभाजन, गुणन का प्रतिलोम है। उद्दाहरणार्थ, 78 को -6 स्ले 
भाग देने के लिए हमें यह पूछना चाहिए, (हम 78 प्राप्त करने के लिए --6 को किससे गृणा करें ?” 
स्पष्ट है, इसका उत्तर --3 है। इस प्रकार, 
8-+ (- 6) न्‍+-- 3 
था, उदाहरणार्थ, -- 64 को 8 से भाग देने के लिए हमें पूछना चाहिए, “-- 64 प्राप्त करने के 
३... लिए हम 8 को हे हे !” स्पष्ट है, इसका उत्तर, --8 हैं। इस प्रकार, 
“-64) -- 8 5४-- 8 
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इसीप्रकार, उदाहरणार्थ, -- 32 को -- 4 से भाग देने के लिए हमें यह पूछता चाहिए “-- 32 
प्राप्त करने के लिए हम -- 4 को किससे गुणा करें ? ” स्पष्ट है, इसका उत्तर 8 है। इस प्रकार 
(--32)+(--५) *5४ 
इस प्रकार हमें दो पूर्णाकों के विभाजन फे लिए तिश्न मिवम प्राप्स होते हूँ 
(क) थददि पूर्णाक समान चिन्हों के हूं तो उसका भागफल धनात्मक होगा; 
(ख) यदि पुूर्णाक असमान चिन्हों के हें तो उनका भागफल ऋणात्मक होगा; प्रत्येक स्थिति में 


५ ॥ 
भागफल का निरपेक्षमान 'भाज्य को निरपेक्ष मान को स्राजक के निरपेक्ष सान से , भाग करने से प्राप्त 
किया जाता है । 


उदाहरण 4. 58 # - 77 स भाग दीजिए | 
हु/; 598. - 89, | - 7। 


भाज्य के निरपेक्ष मान की भाजक के निरपेक्ष मांस से भाग करने पर, हम 88 


।7 अर्थात्त 4 
प्राप्त होता है । 


क्‍ अब पूर्णाक क्षसमान' चिन्हों के हैँ, अतः नियम (खा) के अनुसार भागफल का चिन्ह ऋणात्मक 
होगा। इस प्रकार 
98-77 (“० 47) सन 4 
उदाहरण 2: --78 को 3 से भाग दीजिए | 
हल : [--78| +>78, | 73| >5१33 तथा 78- 33ल्‍&5 6 
यहाँ पूर्णाक पुन: असमान चिन्हों के हें अतः भागफल का चिन्ह ऋणात्मक होगा । इस प्रकार, 
(- 78) - (375-- 6 
उदाहरण 3: -- 324 को --9 से भाग दीजिए | 
हल! [324 | -5324, | 9| >59 तथा 324--9४% 36 
दोनों पूर्णाक समान चिन्हों के हैं, भत: नियम (क ) से, भागफल का चिन्ह धनात्मक होगा । इस प्रकार 
(-- 324) -- [-०9) २१36. 
प्रहलावली 4, 8 


निस्न में से प्रत्येक मे भागफल ज्ञात कीजिए 
() 36-- (-- 9) (॥) -“48-5 (“+ 6) 
(70) --24-- 8 (7४) -:56-(-- 4) 
(०) 0--(--7) 

2, शिवित स्थानों को भरिए 
(4) .««+> (--१!) #६-- 3 (8) ० /सा--। 


(7) ...-८ 60552 (7४) ...४([(-०3 ) कह 
' (४) ..(5)52 
3. भाग दीजिए 
(ई) १0 को 0 से (४) 0 को --0 से 


(70) --30 को. 30 से (7४) --0 को -- ३० से 


विविध प्रदनावली ॥ 


(एकक था और 7९ पर) 


कु 


. निम्न की संकेतों <' था '> , का प्रयोग करते हुए दुबारा लिखिए : 
।(+) --7, --7 से बड़ा है। 
(४) 0 धनात्मक है। 
(7) --3 ऋणात्मक है। 
(7४) --3, 3 से छोटा है। 
. दो पूर्णाकों है नफल--] है। पूर्णाक ज्ञात कीजिए | 
, निम्न को दो पूर्णाकों के गुणा के रूप में लिखिए जिनमें से एक पृणाक --] हो : 
() 5 (7) +]१38 (|) 9 (५४)-7 (५)॥१ (शं) ० 
4, |-“3[| और --| 3| के अर्थ बताइए | 
5 सरल' कीजिए 
(तट 3 | 8 | | | 
(॥) | (--4) & (-- 2) [| +|-+4| -- |--०| दि 
6. यदि तापमान --4"( हो ओर फिर वह 20" बढ़ जाए तो नया तापमान ज्ञात कीजिए । 
7. 0-9७, 0- (-73), 0+62 और 0--(--62) ज्ञात कीजिए | 
[संकेत :0 »< 3550, इत्यादि ] 
हम देखेंगे कि शून्य को किसो शून्येतर पूर्णाक से भाग देने पर सर्देव शून्य प्राप्त होता है। 
8, निम्न को पूरा कीजिए : 
(।) +-5 घटाने का अर्थ है, ... जोड़ना । 
(॥) 6 घटाने का अर्थ है, ... जोड़ना । 
9. रिक्त स्थान भरिए: . 


5) वव8)) ०5) स्क ू8 २३ ५५) 


(0 ० 


(7) 7+5-57- (..-) 
(॥) (--9)-7(+6)5(“-9)+(:«*) 
0, संरल कीजिए :' 


(4) 8--(--3) ([2)- ० 
(॥) -20-+-(- 60) (5)- (“7 0) 
(॥7) 36--(--3)-+-2 
. निम्न में से प्रत्येक में एकक अंक (४॥४75 ४/£7/) ज्ञात कीजिए : 
(ई) ]7> (--27) ४ 372८ 22 
(॥) ॥2% 25»८ (--6) ८ (“ -3) 
(॥) 69»< (--26) ८ (36) * (-- 46) 
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[2. 50 अरों के एक सत्य-असत् टैरर में, प्रत्येक सही उत्तर के लिए विद्यार्थी को 2 अंक मिलते 
है तथा ग्मेक गलत उत्तर के लिए -] मिलता है। कोई उत्तर न देने पर उसे 0 पिक्तता है । 

|क) एक विद्यार्थी 33 पही और ।4 गलत उत्तर देता है तथा 4 प्रश्न नहीं करता है। वह 
कितने अंक प्राप्त करेगा ! 
(स) उस विद्यार्थी को कितने अंक मिलेंगे जो कि 25 प्रद्न पही करता है ओर 25 गल्नत 
फ़्ता है ! 

!3, ज्ञात कीजिए! 


) [-३॥) “[$+(-8)+9]-[4/(94-8+ (-7))] 
/॥ 76)» (9-2)|+-[-8+-5) ५ | - (5) 
।8॥ (०7) » [[-8)+8(48-87)] 


(५ ।75) % (48--4848-0-7]]+[[37-45) ४ (-8)] 
*4, आइए (पर्णाकों के लिए) एक ऐसी संक्रिया # खोजें जिसका अर्थ है दोनों पर्णाकों को 
गोड़कर उनके योग में उनका गुणनफल जोड़ दे | दर शद्धों में, यदि ४ और ४ कोई दो पर्णाक हों तो 
4%0--६-- ४-१ ८॥ 

दस प्रकीर, 20852+4 8--65]], 2४ (3) 52+- (-3) + (:76)57-7, 0#4%4, 
द्यादि | 

(के) 4+5, 0+3, (-3)+0 और [-2)*(--]) के क्या अर्थ हैं? 

(सि| क्या 2885 83५2 है! 

*5, एक मेंढक, जो 8 मीटर गहरे एक कुए में गिर गया है छ्तांग लगाकर उससे बाहर निकलने 
गये करता है। प्रत्येक बार, मेंढक उपर को 70 सेमी की छ्तांग लगाता है और 20 प्रेमी पी 
को फिसल जाता है। प्रत्येक छलांग का वास्तव में या परिणाम रहता है? कूुएँ से बाहर निकलने कं 
तिए महक को कितनी बाग लगाती पढेंगी 


एकक ४ 


पृणाक्ों की पाते 


हम, इस एकक में, पूर्णाकों के वर्ग, घन और' बड़ी पूर्णाकीय घातों (#दष्/व/ 068४) का अध्ययन 
करेंगे। हम यह भी सीखेंगे कि उन धनात्मक पूर्णाकों का जो कि पूर्ण वर्ग (/(/०४ 50४67) हूँ, बर्गेमूल 
किस प्रकार निकाला जाता है । 


$.4 पूर्णाकों की घाते 


जब किसी पूर्णांक को उसी से गुणा किया जाता है तो हम कहते हैं कि हमें पूर्णाक का द्वित्तीय घात 
(38८0॥4 १0७2") या वर्ग (5(४०/४) प्राप्त हो गया है। उदाहरणार्थ, 3९ 3, 3 का वर्ग है और इसे 
# लिखा जाता है। हम 3» को “3 को द्वितीय घात ' या (3 का वर्ग ' या (3 पर घातांक (७६१०४०४/) 2' 
(या केवल (>-घात 2) या 3-बर्ग पढ़ते हैं। निस्‍्संदेहू, 3-59 

इसी प्रकार, (-5)*55(-:5) » (--5) 5525, 

तथा, 07:540 9८ 0--400 

ऊपर लिखा हुआ संख्यांक, घातांक (6६/०॥०४ या 4४%) कहलाता है तथा 3८3 को 3 के 
रूप में लिखने को घातांक संकेतन (८॥॥०॥४९४४६४ #०4॥6॥) या घात संकेतन (/0७थ ॥0/4/0%) 
में लिखना कहते हैं। 

जब किसी गुणनफल में कोई पूर्णाक तीन बार आता है तो हम कहते हैं कि हमें पूर्णाक की 
तृतीय घात (॥/४४६ /००४४) या घन (८४४४) प्राप्त हो गया है । उदाहरणार्थ 22 224 2, 2 का घन है 
और इसे 2१ लिखा जाता है। हम 2* को (2 की तृतीय धात ' या “2 का घन या “2 पर घातांक 
3 या 2धन पढ़ते हें। इस प्रकार, 2-०2» 2) 2-58 | 

इसी प्रकार, (--6)१->(-6) »८ (--6) » (--6)55-2 6, 

78 «7 9९८ 79% 75-34 3 
तथा 0:-0 9८ 0 ५८ 0-5000 | 

पृणाकों की बड़ी घातों के विषय में भी उपयुक्‍ंत प्रकार से विचार किया जा सकता है। उदाहरणाथ, ? 
को चतुर्थ घात ( /00% (००७७) अर्थात्‌ 2 पर घातांक 45- 2४-22 22९ 22९ 2+-१6 

“3 की चतुर्ण घात- (--3)-5(-3) १ (--3) * (-3) ८ (--3) 5-5 8 

“5 घात 45८(--5)45(-- 5) & (०5) १८ (-- 5) १८ (--5) ८625 

80 घात 45-(0)(5:02८ 0%८ 0%6 0--0000 
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2 की पाँचवों घात अर्थात्‌ 2 घात 555 27-52» 2% 29८ 2: 2 - 32 
--3 की पाँचवीं घात-- (--3)९5-०(--3) »: (-- 3) » (--3) *< ( ५ [ 
>$ घात 555,-75)*7 > (०5) 2 (- 5) »&< (--5) »८ (--5) *८ (- 5) >5-- 325 
0 धात 855 [0)*-7]0% 0': 0:: 70 2: 0-50 0000 

घातांक संकेतन के प्रयोग से हमें बड़ी संख्याओं को संक्षेप और सुन्दर प्रकार से लिखने में सहायता 
मिलती है। क्या आपको स्थानीय-मान की संकल्पना में 0 की घातों के प्रयोग के बारे में याद हैं ? 

यह सरलता से जाँच की जा सकती है कि 

(- ) विषम धनात्मक पृूर्णाक__. 


सम धनात्मक पूर्णाक _ 


हे पु / 
(-7) वन 
_,गदि ४ कोई पूर्णाक हो तो ४? भी एक पूर्णाक होता है और इसे एक पूर्ण वर्ग (#९/66 54४८7४) 
कहते हैं। पहुले पाँच शन्येतर पूर्ण वर्ग पूर्णाक 7ल्‍5, 27-54, 3१८: 9, 4-76 तथा 575525 हें 
बगले दो पूर्ण वर्ग पूर्णाक कौम से हैं ? 
पुनः यदि ८ कोई पूर्णाक हो, तो ४ भी एक प्रूर्णाक होता है और इसे एक पूर्ण घव (/#०[(६८४ ८४४४) 
कहते हैं। पहले पाँच धनात्मेक पूर्ण पत्र पूर्णोक 7?57, 27.-8, 3" 27, 4": 64 तथा 
8 25 है। अगले दो पूर्ण घन पूर्णांक कौन से हैं ? ह 
, हम इसी प्रकार पूर्णाकों की चतुर्थ घात, पंचम घात, इत्यादि ज्ञात कर सकते हैं । 


प्रद्नावली 5.॥ 


।, निम्न में से प्रत्येक में वह संख्यांक लिखिए जो घातांक में है : 

(0) (50) |) (६४% ज।) 23 (४) (5) (छह (5२] 008 
2, ज्ञात कीजिए : 

(४) ॥6 का वर्ग 

(7) “4 का धन ; 

(770 ) -- 4 का वर्गे 

(79) 3 की चतुर्थ घात 
3, निम्त,कों घातांक संकेतन में लिखिए : 

7 
) (--3) 2 (--3) * (--3) %८ (--3) % (--3) » (“- 3) 
70) 02%02८0%८02८0 2८ 70%८ 70*< 40 
9) “26 


8 ॥ 


। ] 
(( 
(] 


48 गणित 
4, ज्ञात कीजिए : 
() 50. (॥) $% (॥) 3 (४) (- -व)7" (५) 77५ 


(ए) (-१)08 (शा) श (शा) (७-०७) (७) # | (५) 2७ 


5, सरल कीजिए : 
() 29 »८ 3 (7) (--2)/» (“5 3)? 
(॥) (--)१% (-0)' (क्‍५) 93८ (--9)*% 8 
(०) (5) (0)2 (--3)' 0) (258) 20९ (55४ 
(शा) (3)१02८ (40)५% (--)” (शा) (-72)42८ (- 3)! ८ (--) 


6, निम्न के घन ज्ञात कोजिए : 
() --2 (7) --25 (॥) --9 ($४) 00 (५) 20 
7. प्रथम दस धनपूर्णाकों के वर्ग ज्ञात कीजिए। इनके एकक अंकों को देखिए। आप क्या 
देखते हूँ ! 
8, प्रथम नौ धनपूर्णाकों के घन ज्ञात कीजिए 
9. १0?, 20*, 30%, -00१, 200१ तथा 000»* ज्ञात कीजिए । (हम देखेंगे कि पूर्णाक के 
वर्ग में. दाईं ओर शूस्यों को संख्या, पूर्णाक में दाई ओर, श्न्यों की संख्या की बुगुनी है।) 


5.2 वर्गमल पक 

हम अनुच्छेद 5.व में देख चुके हैं कि किसी पूर्णाक का वर्ग उस पूर्णाक को उसी से गुणा करने । 
प्राप्त होता है। इसकी विलोम प्रक्रिया अर्थात्‌ ऐसा पूर्णाक ज्ञात करना जिसका वर्ग करने पर दिया हु 
पूर्णाक प्राप्त हो जाए, पूर्णाक का अवर्ग करने (४४६४८7४४४) की प्रक्रिया या उसका वर्गमूल [54॥ 
१८०४४) ज्ञात करने की प्रक्रिया कहलाती है। उदाहरणा्थ 6 का वगेमूल शात करने के लिए हमें ऐ 
पूर्णाक ज्ञात करते की आवश्यकता है जिसका वर्ग 6 हो। स्पष्ट है ऐसा पृणक 4 या--4 
इनमें से प्रत्येक 6 का वर्गुमूल कहलाता है। 

(इस एकक में हम अपने को पूर्ण वर्गों के बगेंमूल निकालने तक ही सीमित रखेंगे। साथ 
हुम केबल धनात्मक वर्गंमूल ज्ञात करेंगे क्योंकि फिर द्रसरा वर्गमल सरलता से लिखा जा सकता है। 
तरह हम केवल एक वर्गेमूल की बात करेंगे। . धनात्मक वर्ग मूल के लिए हम १/ संकेत का प्रा 
करते हैं। उदाहरणाथे,हम 4५/65-4 तथा --५/[6----4 लिखते हैं )) 
उदाहरण : 49 का वर्गेमूल ज्ञात कीजिए । 
हुल : हम जानते हैं कि 7१-549।] इस प्रकार, /49ल्‍-+7 
उदाहरण 2: 625 का वर्गमूल शात कीजिए । 

हल; 6257-59 52८ 52 5 अर्थात्‌ 2592८ 25 
इस प्रकार, //625ल्‍--285 
उदाहरण 3: 764 का वर्गेमूल ज्ञात कीजिए । 


पृर्णांकों की धातें 49 


हल : पहली ही दृष्टि में हम यह नहीं कह सकते कि कौनसा ऐसा पूर्णांक है जिसका वर्ग 764 
है। अतं: हम 784 के गुणनखंड ज्ञात क्रते हें। हम देखते हैं कि 
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हम देखते हैं कि 
किसी पूर्ण वर्ग का बर्गेमूल ज्ञात करने के लिए , हम 
(कक) विए हुए पूर्णाक के गुणनखंड ज्ञात करते हूँ, 
(ख) पूर्णांक के गुणनखंडों के प्रत्येक युग्म में से हम, वर्गमूल में सम्मिलित करने के लिए एक 
..._ एक गुणनलंड चुन लेते हैं, और 
(ग) यदि आवश्यक हो तो, चुने हुए गुणलखंडों का गुणा कर देते हैं । 
यह विधि, प्रत्यक्ष कारणों से, गुणनखंड विधि (४८४४ ॥१९॥/०४) कहलाती है। इसका 
प्रयोग हम यह ज्ञात करने में कर सकते हूँ कि कोई दिया हुआ पूर्णाक पूर्ण वर्ग है या नहीं । यदि दिए 
हुए पूर्णाक में कोई ऐसा गुणनखंड है जो एक युग्म में नहीं आता तो स्पष्ट है कि वह पूर्णाक पूर्ण वर्गे नहीं 
होगा । 


उदाहरण 4: 089 का वर्गमूल ज्ञात कीजिए । 
हल : हम देखते हैं कि 
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जिया: 


इस प्रकार, 089 का एक वगगमूल 3%८व] भर्थात्‌ 33 है। इसलिए दूसरा वर्गमूल -- 33 
होगा! किसी पूर्णाक का घनमूल (४४26 7००) वह पूर्णांक होता है जिसका घन दिया हुमा 
पूर्णाणक हो। आप किसी पूर्णांक के चतु्थमूलों (/007/ 7०08), पंचमूलों (.//४/ 7००४5) इत्यादि को 
किस प्रकार परिभाषित करेंगे। (घनमूल, चतुर्थमूल, पंचमूल, इत्यादि का अध्ययन इस पुस्तक की सीमा 
के बाहर है। हम अपने को केवल वर्गमूल ज्ञात करने तक ही सीमित रखेंगे । ) 


50 


सहत्च्यक 


गणित 


प्रहयायली 5.2 


निम्न में से प्रत्येक का वर्गमूल ज्ञात कीजिए : 

() १00 (3) 256 (4) 225 (7५ ) 69 
(५) 96 (७) 324 (जा)३॥70000. (शा) 676 
(75%) 7000000 

५289, ४४400, /3600 तथा ४784 के मान बतादए | 


2 
3. ज्ञात कीजिए कि निम्न में से कौन कौन पूर्ण वर्ग हैँ: 


7, 27, 44, 8, 70:25 
चैंकि 02< 0-50, अतः हम 0१5-0 लिखते हैं और कहते हूँ कि शून्य का वर्ग वन्य है। 
हन्य का वर्गमूल क्‍या. है ? 


एकक प्रा 


पंख्याओं के शुण 


पिछले एककों में हमने पूर्ण संख्याओं और पूर्णाकों प्र संक्रियाओं के गुणों का अध्यगन किया था। अब 
हम संज्याओं, विशेषकर, पूर्ण संख्याओं के कुछ रोचक गणों का पता लगाएंगे। हम संख्याओं के 2, 3, 
4 5 इत्यादि से विभाजित होने के नियमों का भी अध्ययन करेंगे । 


6.! गुणनसंड और गुणज 

हम यह पहले से ही जानते हैँ कि किसी संख्या के गृुणनखंड ( /८८६॥॥/) का क्‍या अर्थ है। 
वास्तव में हम इसको, अनुच्छेद 5.2 में पूर्ण वर्ग पृर्णाकों के हे ले ज्ञात करने में प्रयोग कर चुवो ८ 

आपको याद होगा कि बह संझ्या जो 2 से (पूर्णतया) जत हो जाए, सम संख्या (/#+ 
॥॥४) कहलातो है। 0, 2, 4, 6, इत्यादि सम संख्याओं के कुछ उदाहरण हेँ। बहू संख्या जो 2 से 
(पूर्णतया) विभाजित न हो, विषम्त संख्या (0४४ गाह॥/४') कहलाती है। ॥, 3, 5, 7, इत्यादि विपम 
पंस्याओं के उदाहरण हैं। हम देखते हैं कि यदि किसी संख्या को 2 से विभाजित करने पर शोप ] प्राप्त 
हो तो वह संख्या विपम होती है। (क्यों ? ) 

संख्या 72 को लीजिए। हम, उदाहरण के तौर पर, इसे 2. - 3'< 4 लिख सकते है। हम 
कहते हैं कि 72, 3 का एक गुणनज (॥४//६/॥/८) है। 98, 4 का भी एक गुणज है। पूर्ण संख्याओं 
में, 3 के और भी गुणज हैं जैसे कि 0, 3, 6, 0, 5, 8, 2] इत्यादि। इसी प्रकार 4 के भी और 
गुणज हैं जैसे कि 0, 4, 8, 6, 20, 24, 28 इत्यादि। आप क्या देखते हैं? क्या थद्द सत्य नहीं 
है कि जब आपने अपनी गुणन सारणियाँ (॥४//7#/647०४ /#//७) याद की थीं तो आप वास्तव में 
विभिन्न संख्याओं के क्रमागत गुणज ही सीख रहे थे ? 


प्रदावली 6.7 


!, (पुननिरीक्षण प्रदन) 60 के सभी गुणत्खंड लिखिए | 
[याद रखिए कि इनमें । और 60 भी गुणनखंड हैं।] 
2, (क) [| से प्रारम्भ करके दो दो के अंतर पर संख्याएँ गिनिए। आपको किस प्रकार की 
संश्याएँ प्राप्त होती हैं ? 
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(ख) 0 से प्रारम्भ करके दो दो के अंतर पर संख्याएँ गिनिए। आपको किस प्रकार की 
संख्याएँ प्राप्त होती हैं ? 
[देखिए कि सम संख्याएँ 2 का गुणज हूँ। | 
(ग) 0 से प्रारम्भ करके चार चार के अंतर पर संख्याएँ गिनिए। आपको किस प्रकार 
की संख्याएँ प्राप्त होती हैँ ? 
3, रिक्त स्थानों को भरिए : 
(+ ) 343, 7 का गृुणज है। अतः 7,343 का एक ... है । 
(7) 27, 36, 45, 54 और 63 ... के तथा ... के गुणज हूँ। 
(7) 76 के राभी गुणनखंड ... हैं। 
4. हम एक' कमरे में 30 कृियाँ इस प्रकार रखना चाहते हैं कि प्रत्येक पंक्ति में कुर््तियों की 
संख्या बराबर हों। क्या ऐसा करने की केवल एक हो विधि है ? हम कितनी पंक्तियाँ बना सकते 
३? 


6.2 अभाज्य और भाज्य संख्याएँ 

3 के गुणनखंड क्‍या हैं ? 5 के गुणनखंड क्या हैं ? 7 के गुणनखंड क्या हैं? 7] के गुणनखंड 
क्या हैं? हम ' देखते हैं कि इनमें से प्रत्येक संख्या में | और स्वयं उस संख्या को छोड़कर इनका अन्य 
कोई गुणनखंड नहीं है। ऐसी संख्याएँ अभाज्य संख्याएँ (/#7॥7 ॥70275) कहलाती हैं। 3, [7, 
9, 23, इत्यादि अभाज्य संख्याओं के कुछ अन्य उदाहरण हूँँ। इस प्रकार, 

यदि किसी संझुया के गुणनखंड केवल 7 और वह संख्या स्वयं ही हों तो वह संख्या, अभाज्य संख्या 
कहलाती है, अन्यथा बह संख्या भाज्य संख्या (८०॥॥/१०४०४८ ॥६४॥४/४) कहलाती है । 

4, 6, 8, 9, 0, 2, 4, 5, 6, इत्यादि भाज्य संख्याओं के कुछ उदाहरण हैं । संख्या 
न तो अभाज्य है ओर न ही भाज्य । 

हम देखते हें कि 2 सबसे छोटी अभाज्य संख्या है। वास्तव में, फेचल 2 ही एक ऐसी अभाज्य 
संख्या है जो कि सम भी है । 

अब क्या हम, उदाहरणार्थ, । और 00 के मध्य सभी अभाज्य संख्याओं की सूची बता सकतें 
हैं? एक यूनानी गणितज्ञ और खगोलशास्त्री ( हक इरेटोसथीन्स (22/60/8288) [274 
ई० पू०--94 ई० पू०] ने अभाज्य संख्याओं को छाँटने (छानने) की एक बहुत ही सरल विधि 
ज्ञात की। उसकी यह विधि इरेदोसथीन्स की सीव (3४८०० 0 &/2४057/१४४९४) कहलाती है, परन्तु 
हम इसे कंबल सीव विधि ही कहेंगे । 

हम पहले 7 से लेकर 00 तक की संख्याओं को दस दस की 0 पंक्तियों में लिखते हैं। हम | 
को काट देते हैें। (क्‍यों? ) 
संख्या 2 अभाज्य है। इसलिए हम 2 को ऐसा ही रखते हैं तथा 4 से प्रारम्भ करके 2 के सभी 
बाते है) काट देते हैं। (व्यावहारिक तोर पर, हम' 4 से प्रारम्भ करके प्रत्येक दूसरी संख्या को काटते 
जे । 


संख्याओं के गुण 
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आगे, संख्या 3 अभाज्य है। इसलिए हम 3 को ऐसा ही रखते हैं तथा 6 से प्रारम्भ करके 3 
के सभी गुणजों को काट देते हूँ। [पुनः हम यहाँ 6 से प्रारम्भ करके प्रत्येक तोसरी संख्या को कादते 
जाएँगे। हम देखेंगे कि इनमें से कुछ संख्याएँ पहले ही कटी हुई हूँ । (क्यों ? ) | 
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अब, 4 के गुणज पहले ही कट चुके हैं क्योंकि 4, 2 का गुणज भी है। 
आगे, 5 एक अभाज्य संख्या है। इसलिए हम 5 को ऐसा ही रखते हे और १0 से प्रारम्भ 


करके प्रत्येक पाँचवीं संख्या को काट देते हें। 


हम अभाज्य संख्याओं को क्रम से ऐसा ही रखते हुए और अ द आ8: [णजों को काठतें हुए इस क्रिया 
को तब तक जारी रखते हैं जब तक कि हमारे पास काटते के लिए 

हमारे पास काटने के लिए कब कोई संख्या नहीं बचेगी ” हम देंखते हूँ कि 7 के सभी गुणों 
को काटने के बाद हमारे पास काटने के लिए कोई संख्या नहीं बचेगी । (क्यों ? ) 


इस प्रकार से लेकर 00 के मध्य में निम्न अभाज्य संख्याएँ हैं: 


/ और संख्या न बच । 


*नी- 


' 9, 3, 5, 7, 7, 3, 7, 9, 23, 29, 37, 37, 4, 43, 47, 53, 59, 6!, 67, 


7], 73, 79, 83, 89, 97 


इरेटोसथीन्स ने शायद, संख्याओं को काठने के स्थान पर कागज में छेद किये थे। इसलिए कागज़ एक 
छुलती (४60८) की तरह लगता था। संभवतः इसी कारण से यह विधि सीव विधि कहलाती है। 
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हम देखते हैं कि क्रमागत अभाज्य संख्याओं से उनके विषय में कोई प्रतिरूप (#द#&४) 
स्पष्ट नहीं होता। गणितज्ञों ,ने कई शताब्दियों तक ऐसे सूत्रों को निकालने या खोजने के प्रयत्न किए 
जिनसे सभी अभाज्य संख्याएँ प्राप्त हो जाएँ। वे इसमें असफल रहें। अभाज्य संख्या ज्ञात करने 
की कंबल एक ही विधि है वह यह कि प्रत्येक संख्या की जाँच की जाए कि, और स्वयं उस संख्या 
को छोड़कर, उसके अन्य कोई गुणनखंड' है या नहीं। निस्‍्संदेह, अब कम्प्यूटरों (८०॥४१४६६१५) के 
आने से हम बड़ी बड़ी संख्याओं की जाँच करने में समर्थ हो चुके हें। क्‍या आप जानते हैं कि 39 
अँकों की संख्या 

70483460469237368730375988405727 
एक अभाज्य संख्या है ? कम्प्यूटर और बड़ी अभाज्य संख्याओं की खोज कर रहा है। 


प्रद्यावली 6,2 


!, एक सम संझ्या बताइए जो कि अभाज्य भी हो। 


2. क्या कोई भाज्य संख्या विषम हो सकती है? यदि हाँ, तो ऐसी छोटी से छोटी संख्या 
कौन सी है ? 

3. 00 से छोटी अभाज्य संख्याओं की सूची में हम देखते हैं कि युग्म 3, 5 में अभाज्य संख्याओं 
का अंतर 2 है। इसी प्रकार युग्मों 5, 7 और ], 3 में भी अभाज्य संख्याओं का अंतर 2 है। अभाज्य 
संख्याओं के ऐसे युग्मों को. अभाज्य यग्स (80% /77॥6) कहंते हैं। 00 से छोटे सभी अभाज्य 
युग्म लिखिए । 


4. देखिए, हम 6-53--3, 855 3-5, ॥0553-+-7 यथा 3-+- 5, 42558+- 7, इत्यादि 
लिख सकते हैं। हम देखते हूँ कि ये सब सभ्त संख्याएँ हें जिन्हें दो विषम अभाज्य संख्याओं (०४४ 
/7#मं॥४०) के योग के रूप में लिखा गया है। 4, 6, 8, 20, 22, 24 30 और 56 को दो 
विषम अभाज्य संख्याओं के योग के रूप में लिखिए। [सन्‌ १742 में गोल्डबैच (00/40/०2८१) 
नामक एक गणितज्ञ ने अपने मिन्न को एक पत्र में लिखा कि उसने एक अनुमान (००४०६४४०) यथा 
(€7०४४) लगाया है। वह इस अनुमान की कोई उपपत्ति (#6०[ 7) नहीं दे सका। गोल्डबेच' का 
अनुमान था कि 


4 से बड़ी प्रत्येक सभर संख्या को दो विषम अभाज्य संख्याओं के योग के रूप सें लिखा जा सकता है । 
उसका मित्र भी इसकी कोई उपपत्ति नहीं दे सका। वास्तव में, अभी तक कोई भी गणितज्ञ 
न तो इसकी उपपत्ति दे सका है और न ही कोई ऐसा उदाहरण देकर जिसमें गोल्डबेच का अनुमान सही 
न बैठता हो यह सिद्ध कर सका है कि गोल्डबेच का यह अनुमान असत्य है। गणित में यह अभी तक 


बिना हल हुई समस्या (:४/0०/7४४ #7०2७४) है और यह गोल्डबेच कनजेक्चर (0086८! 
(20४४०८४४४) कहलाती है! 


घर ४३० 
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5, निम्न में कौन सी संख्याएँ अभाज्य हैं : 
(3) 957 (४) 339 (४) 204 ु 
8, ऐसी सात क्रमागत संख्याएँ लिखिए जिनमें से प्रत्येक 00 से छोटी एक 'भाज्य संख्या हो । 


6,3 अभाज्य गुणनलंडन 
हम गुणनखंडों और अभाज्यों के विषय में पढ़ चुके हैं। उद्ाहरणार्थ, 
]2  +3>8 4 था 396 22९ 2553 >< 2? 
5--39 5 
24:22 2 या 322 8 या 42८ 6 या 2» 2» 29९ 3-5 2१ ९ 3 
हम देखते हूँ कि एक संख्या का कई प्रकार से गुणनखंडन (८०ां८०४०४) हो सकता है। 
साथ ही हम देखते हैं कि 2 को गुणनखंडन 39८ 22८ 2 में प्रत्येक गुणनखंड' एक अभाज्य संख्या है। 
इसी प्रकार 24 के गुणनखंडन 29» 2» 22८3 में प्रत्येक गुणनखंड एक अभाज्य संख्या है। ऐसे 
गुणनखंडन, अभ्ाज्य गुणनखंडन (/7४॥४४ /०८४०7:26४0४) कहलाते हूँ। दूसरे शब्दों में, 
कोई गुणनखंडन, अभाज्य होता है जबकि उसके सभी गुणनखंड अधभाज्य हों । 
हम देखते हू कि हम किसी भी गुणनखंडन से प्रारम्भ करके अंत में अभाज्य गुणसखंडन पर आ 
सकते हैं। उदाहरणार्थ, 
]2 -7%८6ल्‍/57% 2% 29८ 22८ 2 
या, 2 5 82 45- 22९ 22८ 22< 22८ 7 
या, ] 2-5 28% 4-० 72९ 22८ 22: 22८ 2 
हम यह भी देखते हूँ कि प्रत्येक अभाज्य गुणनखंडन में, 5 कीच ड़ों को तो भिन्न प्रकार से व्यवस्थित 
किया जा सकता है परन्तु वास्तव में, अभाज्य गुणन्खंडन (4४६४९) है। यह गुण, अर्थात्‌ 
किसी भाज्य संख्या का कंबल एक ही अभाज्य गुणनखंडन होता है, अभाज्य गणनखंडन गुण (/+776 
गिबतंगाउवहंए॥ /॥70/४४७) या अकगणित की आधारभूत प्रमेष (#छावक्ाशांद 7 /8/९॥ ४ 
47॥/%४९८) कहलाती है । 
(इस गुण की उपपत्ति, इस पुस्तक की सीमा के बाहर है ।) 


प्रदलावली 6.3 


, निम्त का एक से अधिक प्रकार से गुणनखंडन कीजिए : 
54, 62, 72 
2, निम्न के अभाज्य गुणनखंडन ज्ञात कीजिए : 
90, 08, 9000, 22, 7325, 879, 3975 
[जहाँ संभव हो घातांक संकेतन प्रयोग कीजिए ।] 
3. 3अंकों की छोटी से छोटी संख्या लिखिए और उसे अभाज्यों के गुणा के रूप में व्यक्त कीजिए । 
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6.4 संझयाओं से विभाज्य होने की जाँच 

अभी तक यह ज्ञात करने के लिए कि कोई संख्या, उदाहरण के तौर पर, 2 या 3या 5या 9 से 
विभाजित है या नहीं अर्थात्‌ विभाज्य (४४75:8/०) है या नहीं हम केवल यह विधि जानते है कि 
संख्या को 2 या 3 या 5 या 9 से विभाजित करें और देखें कि कुछ शेष बचता है या नहीं । परन्तु इसमें 
समय अधिक लगता है और यह अनावश्यक भी है। बहुत सी सरल विधियाँ उपलब्ध हें जिनसे यह 
जाँच (#££) की जा श्रकती है कि कोई संख्या कुछ अन्य संख्याओं से विभाजित है या नहीं । 

6.4,.7 आइए, उदाहरणार्थ, 0 के गुणज लिखें। ये 0, 0, 20, 30, 40, 50, इत्यादि 
हैं। हम क्या देखते हैं ? प्रत्येक संख्या '0' पर समाप्त होती है। इससे हमें तुरन्त यह जाँच करने 
का नियम प्राप्त हा जाता है कि कोई संख्या 40 से विभाज्य है या नहीं । 

कोई संख्या 0 से विभाज्य होती है जबकि वह्‌ 0” पर समाप्त होती हो । 


6, 4.2 5 से विभाजन के बारे में आप क्‍या सोचते हैं” आइए, 5 के गुणजों को देखें। ये 
0, 5, 40, 5, 20, 25, 30, 35, इत्यादि हैं। प्रत्येक संख्या या तो 0 पर या 5 पर समाप्त होती 
है। हम कहते हैं कि 

कोई संख्या 5 से विभाज्य होतो है जबकि बहू '0 या 5 पर समाप्त होती हो । 


6.4.3 निस्संदेह यह बताना बहुत ही सरल है कि कोई संख्या 2 से विभाज्य है था नहीं। इसके 
लिए संख्या को सम होना चाहिए। अब, सम संख्याएँ किस प्रकार की दिखती हैं / ये 0, 2, 4, 6, 
8, 0, 32, 4, 6, 8, 20, 22, 24, 26, 28, 30, इत्यादि हें। क्‍या अब आप 2 से 
वचिभाज्यता (&०४४४४४)) की कोई जाँच बता सकते हैं ? 

कोई संझ्या 2 से बिभाज्य होगी जवकि वह 0 या 2या 4 या 6 या 8 पर समाप्त होती हो । वास्तव 
में, हम और भी अच्छा कर सकते हैं। हम कंवल यह भी कह सकते हैं कि 

, कोई संख्या 2 से विभाज्य होती है जबकि वह किसी समर अंक (८०४: 427४) पर समाप्त होती हो । 

इसस पहल क,हम वभाज्यता का अन्य जॉचो पर विचार: करें, हम एक रोचक गुणधर्मे सीखेंगे । 


हे 6,.4,4 संख्याएं 386 और 08 दोनों ही 2 से विभाजित हो जाती हूँ । इनके योग के बारे 

में आप क्‍या सोचते हैं” 36--085>424 जो कि एक सम अंक पर समाप्त होता है। इसलिए 
विभाज्यता की जाँच (&9४5४6779 /£४) के अनुसार, यह योग 2 से विभाज्य है। क्‍या इनका 
अंतर भी 2 से विभाज्य है ? 

365 और 2625 दोनों ही 5 से विभाज्य हैं। इनके अंतर के बारे में आप क्‍या सोचते हैं ? 
365--262577540। अब 540, 0 पर समाप्त होता है। इसलिए विभाज्यता की जाँच 
के अनुसार 540, 5 से विभाज्य है। क्या इनका योग भी 5 से विभाज्य है ? 

वास्तव में यह सरलता से सिद्ध किया जा सकता है कि किसी दी हुईं संख्या से विभाज्य संख्याओं 
का योग और अंतर भी उस संख्या से विभाज्य होता है। परन्तु इसकी उपपत्ति इस पुस्तक की सीमा 
के बाहर है और इसे बाद में उपयुक्त स्थान पर बताया जाएगा । 


6.4.5 अब हम 3 और 9 के लिए विभाज्यता के नियम खोजेंगे। आइए उदाहरणार्थे संख्या 
587 को लें और यह ज्ञात करने का प्रयत्न करें कि यह (४) 3, (॥) 9 से विभाज्य है या नहीं। 
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हम 5877 को प्रसारित संकेतन में लिखते हें, अर्थात्‌ 
587]-759 3000--8 % 00--7% 0|- 5: । 
अब, 40- 9--3, इश्नलिए वितरण गृण के कारण 7» 05572< (9+) 557 »< 9-+- 7 

इसी प्रकार, 82८ 00<5 8 »< 99-- 8 

तथा, 52६ 000 5559८ 999-- 5 

इस प्रकार, 

587ल्‍-- (526 999-+-5)-+( 82: 99-88) - (72 9+-7) +- ] 
अब, 9, 99, 999, इत्यादि में से प्रत्येक 8 और 9 दोनों से विभाज्य है । अतः 587 

(+) 3 से विभाज्य होगा यदि 5-|- ४--7+- 3, 3 से विभाज्य हो । 

(॥) 9 से विभाज्य होगा यदि 5-।- 8 |- 7-+ , 9 से विभाज्य हो । 

परन्तु यह 5" 8+7 4- क्या है ? यह दी हुई संख्या के अंकों का योग है। हम कहते हैं कि 

. कोई संख्या 

(६) 3 से विभाज्य होती है यदि उसके अंकों का योग 3 से विभाज्य हो । 

(४) 9 से विभाज्य होती है यदि उसके अंकों का योग 9 से विभाज्य हो । 

हम देखते हैँ कि 5874, 3 से विभाज्य है परन्तु 9 से नहीं । 

उदाहरण ३: ज्ञात कीजिए कि 267525 निम्त से विभाज्य है या नहीं : 

(7) 3 (7) 9 

हल : दी हुई संख्या में अंकों का योग 2-- 6-- 7+- 5-- 2+- 555 27 है जो कि 3 और 9 दोनों 
से विभाज्य है। 

अतः स्वयं संख्या भी 3 और 9 से विभाज्य है । 

6,4.6 अब हम 4 और 8 के लिए विभाज्यता के नियम खोजेंगे । हम जानते हैं कि ! और 
0, 4 से विभाज्य नहीं हैं, परन्तु 700, 000, 0000, इत्यादि विभाज्य हैं। अब आइए एक संख्या 
4728 लें। हम लिखते हैं कि 

4728-55 49९ 000+-7 2< 700+- 22० 0+ 8 % 
चूँकि 000 और 00,4 से विभाज्य हैं तथा 0 और ] विभाज्य नहीं हैं इसलिए स्पष्ट है कि संख्या 
4728, 4 से तब ही विभाज्य होगी जबकि 29< 0-+- 824 4, 4 से विभाज्य हो । 

परन्तु यह 22< 0--82< 7 क्या हैं? यह 28 है भर्थात्‌ दी हुई संख्या में अंतिम दो (एकक 
और दस के स्थानों के) अंक हूँ । 

हम कहते हैं, 

कोई संख्या 4 से विभाज्य होतो है यवि उसके अंतिम दो अंकों से (अंकों के, क्रम में ही) बनी 

संल्या 4 से विभाज्य हो । 

हम देखते हैं कि 4728, 4 से विभाज्य है! 

हम विद्यार्थियों के अभ्यास के लिए यह छोड़ रहें हैं कि वे जाँच करें कि 

कोई संख्या 8 से विभाज्य होती है यदि उसके अंतिम तीन अंकों से (अंकों के क्रस में ही ) 

बनी संख्या 8 से विभाज्य हो । 

उदाहरण 2: क्या 2504, 8 से विभाज्य है ? 
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हल : इसके अंतिम तीन अंकों से बनी संख्या 504 है जो कि 8 से विभाज्य है । 
अतः 32504, 8 से विभाज्य है। 
6. 4.7 अंत में हम किसी संख्या की । से विभाज्यता पर विचार करते हैं। आइए, उदाहरणार्ष 
देखें कि 29683, से विभाज्य है या नहीं। हम लिखते हैं, 
29683ल्‍ 22% 00000-- 9& 0000-- 6.< 7000+ 85 00+4-3 € 0 |- 32८ ] 
हम जानते हूँ कि , 44 से विभाज्य है, इसलिए हम 
05----4 लिखते हैं । 
हम यह भी जानते हैं कि 99, 4 से विभाज्य है, इसलिए हम 
00-- 99-+-7 लिखते हूँ । द 
इन्हीं कारणों से, हम 7000-400--], 40000+% 9999 [-। और १00000+-: 
0000--व लिखते हूँ। इस प्रकार 
2968352(0000--) +-9(9999--4)-+ 6( 004--) 
+8(99+7)+-7(7--)-# 3» 7 
स्पष्ट है, 29683, 77 से विभाज्य होगा, यदि 
-- 2 9-- 6+8--+ ७, 77 से विभाज्य हो । 
परन्तु यह--2-+-9--6+-8--7+3 क्‍या है? हम इसे 3-+-8+-9-- ( 7+-6+2) लिख 
सकते हैं और देख सकते हैं कि यह (एकक स्थान से प्रारम्भ करते हुए) विषम स्थानों के अंकों के योग 
तथा सम स्थानों के अंकों के योग का अंतर है। 
हम देखते हैं कि-- 2-- 9-- 6+ 8-- 7+- 355 7 है जो कि व से विभाज्य है । भत्त: 29683 
44 से विभाज्य है। हम कहते हें 
कोई संख्या 4 से विभाज्य होती है, यदि उसके (एकक स्थान से प्रारम्भ करते हुए) विषम स्थानों 
के अंकों के योग तथा सम स्थानों के अंकों के योग का अंतर से विभाज्य हो । 
उदाहरण 3: क्या 4932778, १7 से विभाज्य है ? 
हल :; इसके विषम स्थानों के अंकों का योग -- 8-+- 7 +- 3+- 45 22 है । 
इसके समभ स्थानों के अंकों का योग -- -- 2-- 955 42 है। 
इनका अंतर ( 22-- 72), से विभाज्य नहीं है। अतः संख्या 493278, 4 से विभाज्य 
नहीं है । 
पाठक को चाहिए कि. वहं'|विभिन्न विभाज्यता नियमों की सूची बनाएँ। इन नियमों की उप- 
पत्तियाँ इस पुस्तक की सीमा के बाहर हैं और इनके विषर्थ में बाद में बताया जाएगा । 





प्ररनावली 6.4 


. बताइए निम्न में से कौन से कथन सत्य हैं : 
(+) यदि कोई संख्या 2 से विभाज्य है तो वह 4 से भी विभाज्य होती है । 
(7) यदि कोई संख्या 4 से विभाज्य है तो वह 2 से भी विभाज्य होती है । 
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(/) यदिकोई संख्या 3 से विभाज्य है तो वह 9 मे भी विभाग्य होती है। 
[7] यदिकोई संख्या 9 मे विभाग्य है तो वह 3 से भी विभाज्य होती है । 
0, एप मंझ्या का एक उदाहरण दीजिए जो कि 
(]) 3 विशाज्य है परततु 9 से कहीं । 
(॥) 5 मे विभाज्य है परतु 0 मे नहीं। 
0 यदि कोई संज्या ) और 3 दोनों मे विभाज्य हो तो वह 6 मे भी विभाज्य होगी। भव १ 
में विभाज्य होते के लिए, संत्या को किस्ली तर अंक पर समाप्त होता चाहिए। ४ में विभाज्य होते के 
तिए भंक्ों का योग, 3 से विभाज्य होता चाहिए। हम कहते हैं कि कोई संझ्या 6 से विभाज्य होतो है, 
पदि उसके अंकी की योग 3 से विभाज्य हो तथा वहु एक सम अंक पर समाप्त होती हो | 
शत कीणिए कि क्या निम्न संस्याएँ 8 मे विभाज्य हूँ 
() 72854 (॥] 40088 

4, शात कीजिए कि निन्‍न में कौन कौन 2, 3, 3, $ 0 से विशाज्य हूँ 
() 890 (॥) [26 (॥) 807 (0) 4506 
(४) 7700... [४) 78280 [ए॥) 325 

5, कया 080080], | से विभाज्य है ! 

0 वैया 98082, ] से विभाज्य है! 

/, निम्न में से कौन कौन सी संख्याएँ || से विभाज्य हूं 

() 4828]] (॥] 57880... [॥॥ 439 


विविध प्रंदनावली 7! 


(एकक ४ और ५7 पर ) 


. 05, 265, 0!, (--)*, ७, (--)!/ ओर (--)/% के मान ज्ञात कौजिए | 
, 447, 5625 और 024 के वर्गमूल ज्ञात कीजिए । 
, 90 से कम १2 के सभी गुणज लिखिए। 
, 8025 के अभाज्य गुणवखण्ड ज्ञात कीजिए । 
. पता लगाइए कि निम्न में से कौन सी संख्याएँ अभाज्य हैं : 
]2, 323, 5], 35 
6, 300 और 0 के भध्य की अभाज्य संख्याएँ ज्ञात कीजिए । 
7. 89, 305 और 53549 के अभाज्य गुणनखंडन ज्ञात कीजिए । 
8. हम जानते हैं कि कोई भी सम संख्या 2 से विभाज्य होती है । दूसरे शब्दों में, हम किसी भी 
(पूर्ण) सम संख्या को किसी पूर्ण संख्या के दुगुने को रूप में व्यक्त कर सकते हूँ । संकेतों का प्रयोग कर, 
हम लिखते हैं कि 


जा मा«+॥ 3 जि कननक 


६+-+ ४2 ॥! 
जबकि ८४ सम संख्या को तथा #% पूर्ण संख्या को व्यक्त करता है। इसे प्रकार हम, उदाहरणार्थ 
8-:2 9८ 4 या' 6!2-- 2 >< 306 लिख सकते हैं। 
निम्न को उपर्युक्त रूप में लिखिए : 
6, 234, 0, 82 
9, पल जब किसी विषम संख्या को 2 से विभाजित किया जाता है तो सर्देव । शेष रहता है, 
इसलिए हम किसी भी विषम संझुया ४ को निम्न प्रकार लिख सकते हैं । 
धन्न 20-- | 
जबकि % पूर्ण संख्या है। उदाहरणार्थे, 
ल्‍522< 0+-7, 75522< 3--4,- 985522८ 490--व 
निम्न को उपर्युक्त रूप में लिखिए: 
5, 9, 325, 608] 
0, ऐसी संख्या जो कि सहित परन्तु स्वयं को छोड़कर अपने सभी गुणनखंडों के योग 
के बराबर होती है संपूर्ण संख्या (/८.९४ ४४४४९) कहलाती है। उदाहरणार्थ 6, एक संपूर्ण 
संख्या है क्योंकि 6----2--3। 40 से छोटी एक और संपूर्ण संख्या है। उसे ज्ञात कीजिए | 
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..._]7. बिदुंकित प्रतिरूप (४०४ /६४४४) में संख्या 4 को दो दो बिंदुओं की 2 पंक्तियों 
जे, 9को तीन तीन बिंदुओं को 3 पंक्तियों में, 6 को चार चार बिंदुओं की 4 पंक्तियों में। लिखा जा 
पता है। ( देखिये आकृति 6.) ऐसी संख्याएँ बसे संख्याएँ (3६४८7०९ ॥४८४:०४४) कहलाती हैं । 


क्र पक क्र छः छ ्क | 

श्र थे धथ फ्ि पक है छ है हो 

थ् द्छ ० फ श्छ कफ फ् पक दा फ् 
] *ः 9 १46 


आक्ृत्ति 6,.4 : वें संख्याएँ 


(क्या आप इन संख्याओं का दूसरा साम बता सकते हैं ? ) 

अगली दो वर्ग संख्याओं के विदुकित प्रतिरूप बनाइए । 

2, (क) जाँच कीजिए कि (29८ 3» 42९ 5) --] एक पूर्ण वर्ग है। 

(ख) जाँच कीजिए कि (8ल्‍29% 09»< ) +-3 एक पूर्ण वर्ग है। 
(ग) कोई चार क्रमागत धनपूर्णाक लीजिए। इनको परस्पर गुणा करके, गुणनफल में 
! जोड़िए। जाँच कीजिए कि परिणामी संख्या एक पूर्ण ब्ग है । 

3., प्राचीन ग्रीस (0/2८८£) देश में पाइथागोरस (/2॥//४6०४७) वास का एक गणितज्ञ 
थधा। उसके जन्म की तारीख और स्थान दोनों ही अज्ञात हैं। परन्तु ऐसा अनुमान किया जाता है 
कि लगभग 580 और 568 ई० पृ० के बीच में उसका जन्म हुआ था। उसने गणित का एक गुप्त 
स्कूल स्थापित किया और गणित में बहुत कुछ योगदान दिया। इस स्कूल के सदस्य पाइथागोरियन्स 
(2॥748०४८/७४) कहें जाते हैँं। पाइथागोरियन्स ने संख्याओं , 7--255 3, 4-- &-+-37+6, 
-५ 2+- 3+- 45० 0, -4- 2+- 3+- 44-०5 --8, इत्यादि को त्रिभुजाकार संख्याएँ (#7काडुक्‍ंदा 
00४४७) कहा | इस संख्याओं को त्रिभुजाकार बिदुंकित प्रतिरूपों (#एदाइुढा 40/ #८//ध75 ) 
आकृति 6,2 की तरह दिखाया जा सकता है । 


् क् 
] |] क्र | रे के 
के फ छछ कि दे दी थ 
]--255 3 -2-+35"65 4+-2+3-+-45-0 


आकृति 6.2: त्रिभुजाकार संख्याएं 


अगली चार तरिभुजाकार संख्याएँ लिखिए और उनके विदुंकित प्रतिरूप बनाइए । 
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4. यदि किन्हीं दो आसचन्न त्रिभुजाकार संख्याओं को जोड़ें तो हमें एक वर्ग संख्या प्राप्त होती है। 
उदाहरणार्थ, [+ 355 45८ 25, 3-- 65595८5 3*, 6--40 न हि के इत्यादि । (देखिये आकृति 
6.3) 





हक पक 2] धर 

94 4 क् ७ पक छ 

शक फ् हे कक तर फ्े कै है ] 

4+8००45०2 २ 3--65->9 “58 68-+-0०“6ल्‍> 4* 
आकृति 6.3 


() चौथी और पाँचवीं त्रिभुजाकार संख्याओं का क्‍या योग है ? 
(४) पाँचवीं और छठी तिभुजाकार संख्याओं का क्या योग है ? 25 
(70) क्या आप सत्ताइसवीं और अद्बाइसवीं तिभुजाकार सं का योग बता सकते हैं ? 


एकक शत 


पृणाकीय गुणांकों के घीजीय व्यंजक 


हम संख्याओं को निरूपित करने के लिए अक्षरों (॥८/४५) का प्रयोग पहले ही, उदाहरणार्थ, पूर्ण 
संत्याओं या पूर्णाकों पर संक्रियाओं के गुणों को व्यक्त करते समय, कर चुके हैं। अब, हम इस एकक में 
एक क्रमबद्ध रूप में अंकाणित (६77777276) से बीजगणित (६/26#८) की ओर गमन' करेंगे। 
हम हे सीखेंगे कि इन अक्षर-संख्याओं के जोड़ते, घटाने और गुणा करने में इनका किस प्रकार प्रयोग किया 
जाता है । 


गृ.4 अकगणित से बोजगणित 

एक महान' जर्मन गणितज्ञ फलिक्स क्लीन (#श५ हज []849-925] ने एक बार 
कहा था, वास्तविक गणित अक्षरों पर संक्रियाओं से, प्रारम्भ होती है।' हम इस पुस्तक और अपनी 
पिछली कक्षाओं में अक्षरों (/6४४४) का संख्याओं को व्यक्त करते में पहले ही प्रयोग कर चुके हैँ। क्या 
आप को याद है कि, उदाहरणार्थ, किसी आयत के क्षेत्रफल का सूत्र लिखने के लिए हमने अक्षरों जैसे 4, (, ८४ 
का प्रयोग किया था और लिखा था कि 55/३८७ ? इस सूत्र में 4, आयत का क्षेत्रफल [के मात्रकों 

(४४8) की संल्या], /, लम्बाई (के मात्रकों की संख्या) तथा 70, चौड़ाई (के मात्रकों की संख्या ) 
व्यक्त करते हैं। इन अक्षरों के प्रवेश से हम और अधिक व्यापक पदों में विचार कर सकते हैं। 

4-5 2८ ७ से हम किसी भी आयत का क्षेत्रफल्त निकाल सकते हैं। उदाहरणार्थ, किसी आयत केलिए 
जिसमें / मान लीजिए, 2 सेमी और ४, मात लीजिए, 8 सेमी है, हम />२/२८४ में / और ४ के मात 
रखकर उसका क्षेत्रफल ज्ञात करते हैं। अक्षर /, / और ४ केवल संख्याएँ व्यक्त करते हैं। यह 
व्यापक पदों में विचार करने में समर्भ होने के लिए संख्याएँ निरूपित करने में अक्षरों का प्रयोग, 
अंकगणित से बीजगणित की ओर गमन (४६/58/४0०४) है । 

हम, प्रत्यक्ष कारणों से, इन अंक्षरों को अक्षर संख्याएँ (:/#४/ ॥४॥7/४5) कहूँगे। चूंकि ये 
पंख्याएँ निरुपित करते हें अतः स्पष्ट है कि इसको संख्याओों के योग, व्यक्कलन, गुणन और विभाजन छो 
सभी नियमों (ओर चिन्हों) तथा साथ ही इन संक्रियाओं के सभी गुणों फा पालन करना 'चाहिए। 

कोई संख्या या आधारभूत संक्रियाओं (ि4६000०/ ०/0६8०॥) के प्रयोग से बना संख्याओं 
का कोई समूह या संयोग (८०/४४/८807) बोजीय व्यंजक (८/228/०० 6५/१४/८४४४) कहलाता है। 
3-3४ 4+-१-५ 486-- 447-- 40-- 456 23, 9, 50, /४/ इत्यादि बीजीग' व्यंजकों के कुछ 
उदाहरण हैं। जब व्यंजक में |, (- के दो या दो से अधिक चिन्ह आते हैं तो वह कई भार्गो गा 
हो जाता है। . अपने चिन्ह सहित प्रत्येक भाग व्यंजक का एक पद (#दरए) कहलाता है। प्रायः 
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के पहले पद के धन चिन्ह को छोड़ दिया जाता है अर्थात्‌ उसका घन चिन्ह लिखा नहीं जाता । » और 
-- 3» व्यंजक 9)-- 3४ के पद हैँ; 6, / और--४ व्यंजक ०--४--४ के पद हैं । 

जब किसी व्यंजक में एक ही पद हो तो वह एकपदी (॥४०४०77४४/) कहलाता है । 23, 2), 80, 
८०॥, 4८, इत्यादि एकपदियों के उदाहरण हैं। वह व्यंजक जिसमें दो पद हों द्विपद* (0०776) 
कहलाता है। 9-- 3४, 23--2, 2/-- 2० इत्यादि द्विपदों के कुछ उदाहरण हैं। त्रिपद ( धशाधद] 
क्या होता है ? क्या आप बता सकते हैं? त्रिपदों के कुछ उदाहरण दीजिए | 

किसी पद, उदाहरणार्थ 8:9, में 8, « और 9» इस पद के गुणनखंड कहलाते हैं। & और ॥ 
अक्षर गुणनखंड (१८४ /००८४००5) हैँ; 8 एक संख्यात्मक गुणनखंड (॥४॥7/7८4 /००४0/ ) है । 
इनमें से कोई भी एक गुणनखंड शेष गुणनखंडों के गुणनफल का गु्णांक (८०८/४८४७४४) कहलाता है। इस 
प्रकार, पद 8 29 में 9, 8% का गणांक है, पद -- 467 में --9, #/ का गुणांक है, पद 8:9 में, 8, ४) 
का गु्णांक है |! हम, कभी कभी, संख्यात्मक गुणनखंड को पद का गुर्णांक ( ८0६//टह॥४६# 0० ॥/९ 8४% ) 
भी कहते हैं। इस प्रकार 8 को पद 8:9 का गुणांक भी कहा जा सकता है। जब किसी पद का 
गुणांक +-! या -- होता है तो प्रायः ' लिखा नहीं जाता । उदाहरणार्थ हम » को ४ तथा -- ५ 
को--< लिखते हूँ । 

जब किन्‍्हीं पदों में अक्षर गुणनखंड एक से हों तो वे समात पद (8/४ /४7॥४5) कहलाते हूँ, अन्यथा 
वे असमान पद (४77/० #४775) कहलाते हैं। उदाहरणाथे, व्यंजक 229-3%४+- 7%7-+- 4# में 
229 और 7,299 समान पद हैं, --3४और 4 समान पद हें। परन्तु व्यंजक ८--8--८ या 9-- 3५ 
या 4/४६-- 44/-- 4/४-- 45४ में सभी पद, असमान पद हैं । 


प्रदतावली 7.] 


॥. बताइए कि निम्न में से कौन एकपदी हैं, कौन द्विपद हैं तथा कौन त्रिपद हैं। अन्य के नामों के 


लिए सुझाव दीजिए । 
(नीचे की टिप्पणी देखिए) 
(0) 4&#४--“39 (0) ४? 
([0) 4726- 44/?--7 (7) 3608८ 
(०) &न॑-9-+-८2-+-०८ (ए) 7--#न-2 


(शा) 5४7-- 22-- 4 


#“ दि,  2' व्यक्त करता है, अतः ब्विपद का अर्थ है दो संख्याएं।  च्रि', 3' व्यक्त करता है, अतः त्रिपद का अर्थ 
है तीन संख्याएंँ। एक पदी का अर्थ है एक संख्या! 
टिप्पणी : हम संख्याओं के वर्ग, घन और बड़ी घातों के संकेतन से पहले से ही परिचित हैं। चूंकि ये अक्षर भी 
'संख्याएँ ही व्यक्त करते हैं, इसलिए इसी संकेतन को इन अक्षेर संख्याओं के लिए भी सुविधाजनक रूप से प्रयोग किया जा 
सकता है। 

अतः #-त 2९७, ०2९ 4 2९७, इत्यादि । 
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2, निम्न में से कौन कौन समान पद हैँ : 

() %ऋ- 7४ (४) 475, 7779 (४) 49,- 289 . (+०) 548,-- 48 
3, निम्न में से प्रत्येक व्यंजक में ४ का गु्णांक लिखिए : 

“ 329, 46-- 39, 7“> न), ॥#9, 7292 


7,2 बीजीय व्यंजकों का योग और व्यवकलन 
अब हम यह जानते हें कि किसी व्यंजक में समान और असमान पद हो सकते हैं। अतः बीजीय 
यंजकों को जोड़ने (या घटाने) के लिए हमें समान पद संग्रहित (८०४/८४/) करके उन्हें जोड़ (या घठा ) 
ना चाहिए। भेब हम समान पदों को किस प्रकार जोड़ते (या घटाते) हैं? उदाहरण के तौर 
[₹ 3४ और 7 को लीजिए। मान लीजिए हम 3४-+- 7 ज्ञात करना चाहते हें। क्‍या हम इसे 
3४+ 75 ( 3-7)» नहीं लिख सकते ? हाँ! क्‍यों ? क्या आपको याद है कि वितरण गण क्या है ? 
अतः, 3&न- 7४२5 ( 3-7) 2-5 0४ 
इसी प्रकार, 829- 3७9 - 620 55 (| 8--3+- 6) ५95 2 72%9 
प्रतः संमान पदों को जोड़ने या घटाने का क्या नियम .है ? 
कई समान पदों का योग (या अंतर), एक अन्य समान पद होता है जिसका गृणांक इस समान 
दों के योग (या अंतर) फे बराबर होता है । 
उदाहरण ]: 3/6,- 274 तेथा--- /6 को जोड़िए । 
हल: इनका योग, एक अन्य समान पद होगा जिसका गुणांक 3--2--455-0 है। 
(सं प्रकार, 
3/9-- 2/9-- 3 /95--- 024 
वैकल्पिक विधि : यदि हम उपर्यक्त नियम याद नहीं रखना चाहते तो हम वित्तरण गुण का प्रयोग 
।रके लिख सकते हैं कि 
304-- 224-- ! 7/#व८८ ( 3-- 2-- 7 )/4 5८ -- 7 0/0 
उदाहरण 2: 866 में से 2446० घटाइए । 
हल ; 8808-- 24668 -- ( 8-- 24 ) 868 :--- 68 
उदाहरण 3: समान पद संग्रहित कीजिए और व्यंजक 
-- 72 -+- 3४--४७-- 8-- 5४+- 98 -- 4 को सरल कीजिए । 
हल : हम पुनव्यंवस्थित करके समान पदों को संग्रहित करते हैं। इससे हमें निम्न प्राप्त होता है : 
“72 --४४ -- 98 -- 3४-- 5४-- 8-- 4 
स्त (“7 7-+- 3 -+ 9)%7+- (3-5) ४-- 22 
न्८ 3:7१ -- 2/४-- | 2 
उदाहरण 4: व्यंजकों 3&-- 4)-- 52, 59-- 2४8 7४-89 और 4४-- 99-- 52 को जोड़िए । 
हल : इन व्यंजकों को जोड़ने के लिए हमें इनके समान पदों को जोड़ने की आवश्यकता है । सुविधा 
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की दृष्टि से हम इन व्यंजकों को इस प्रकार लिखेंगे कि इनके समान पद एक स्तंभ* (८४४४४) में हों 
जेसा कि नीचे दिखाया गया है: 
3४-+- 4)-- 5८ 
2&- 5) 
7४-- 89 
4%- 7" 9)/-- 5८ 
6%४-- 89/-- !0८ 
उदाहरण 5: 5%9-+- 692-+- 72 में से 259-- 559८-9४ को घटाइए। 
हल : 5.9-- 672८-- 7८४-- ( 49%07-- 59८- 9८४ ) 
ल्‍| । 529-- 222 -+- 692- (-- 502) + 72४-- (-- 92») 
_| (45-- 79) %0--[6-- (“ 5) »६--[7- (59) ] 5४ 
उन 309 न- ]492-- ] 62४ 
[आपको याद होगा कि एक ऋणात्मक संझ्या का ऋणात्मक, धनात्मक होता है, इसलिए 
[6-- (-- 5) ]55 6+ 5 अर्थात्‌ 33 होगा, इत्यादि । किसी धनात्मक संख्या का ऋणात्मक क्या होता 
है ? अतः क्‍या हम यह नहीं कह सकते कि एक व्यंजक में से दूसरे को घटाने के' लिए हम उस व्यंजक 
के, जो कि घटाया जाता है, प्रत्येक पद का चिन्ह बदलें (+- से -- या -' से +-') और फिर दोनों 
व्यंजकों को जोड़ लें ? हम उदाहरण 4 ही की तरह समान पदों को एक स्तंभ में रख लेंगे। उस व्यंजक 
के जो कि घटाया जाना है प्रत्येक पद के चिन्ह परिवर्तत को मूल (०/४४४४८४) चिन्ह के नीचे लिखकर 
दर्शाया जाता है ।] 
अब हम इस विधि से 529-+- 602+- 7<» में से 2:9- 59८- 92» को घठाते हैं। 
45:9-न- #&टनऊे 725 
2/7-- 850॥८-- 9८2४ 
हल लकी सात लक आ किस 
329 -- 7]92+- 6८» 
उदाहरण 6: 3%0--8#-- , 5 2%४१-- 2४ और -- 4४१ -- 7 के योग में से ४४--#-- 
को घटाइए । 
हल : हम व्यंजकों को इस प्रकार लिखते हूँ कि इनके समान पद एक ही स्तंभ में रहें ।_ निस्संदेह, 
हम अंतिम व्यंजक के प्रत्येक पद का चिन्ह बदल कर लिखेंगे | क्यों! / अब हमें निम्न प्राप्त होता है : 
| 34-- 8/-- ] 
““ 2? -- 7 25 
“गण 4डीी -77 
०. #०-- ॥ 
हल अति. अति 
“7 4४ -- 8४-+-29 


*इसके लिए व्यंजकों में पदों के क्रम को यदि आवद्यक हो तो, बदला जा सकता है जैसा कि उपयुक्त उदाहरण 
4 में दूसरे ब्यंजक में किया गया है । 


है 


6 
है 
8 


9 
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प्रश्नावली 7,2 
. जोड़िए : 
(3) 7४99, -- 3४59, 45379 
(॥) 2995, -- 295, -- 3)%, 40% 
() --4/८, 3686, 540८ 
, घटाकर सरल कीजिए : 
(7) 39#-8/* (7) -- 260 -- 640 


(70) 2348-- ] 76* 


, प्रत्येक व्यंजक को समान पद संग्रहित करके सरल कीजिए : 


() -#--4%?-- 8:४7 -- ) ]2 
(7) 28 -- 79 -- 38 
(7) 3४7--9--7--0%5 --99--] +- ४» 
(9५) 20--78--88--9#-- 36--४ 
(०) 4007-- 9॥7-- /8-- 20४-- 5॥-- 8 


, जोड़िए ; 


() 3%--47--9८, 0४-+- 79, 27--72--9& 
(0) &१9--3%--4, -+8:४79--3४--4: 
(7) 43%8 --7%0, 0%? -[- 8४7, ---9%%, 4४/ --- 3/० 
(9०) 96-+-9 --3--7, 8--20--70 --36 


» पटाइए ; 


(६) ७-+2६१४--6४--४४४ में से 3806 --६९ -- 8१ 
(४) -2%१ --4289-- 9* में से ४१--3४9--29* 
(7) 3#0--3॥8--3 में से --॥४ -- 200 


, 34- 5/-- 30 और 26-- 40-- 56 के योग में से 40--9--८-- 3 को घटाइए | 


2:४2 -- 30) प्राप्त करने के लिए ,४ |- ४) |-)* में क्या जोड़ना चाहिए? 


, ]%-69+- 76 प्राप्त करने के लिए -- 3»-- 59-- 8४ में से क्या घटाना' चाहिए ? 


207 -- 300,-“ ४३-- ४१+-१” और «४9-- 2) के योग में से 3:7--)" और --»! -|- ४४--9” 


का योग घटाइए | 


0, 60-- 70- 50, -- 477-+- 6/-- 9 और 50- 47-+- 3/ के योग में से | 30-- 7-+- 97 
और -- 7४#+- 3४-- 5४ का' योग घटाइए । 


7.3 समहत संफेतों का प्रयोग 


बहुधा, यह आवश्यक हो जाता है कि दो या दो से अधिक पदों वाले व्यंजक को एक संख्या ही माना 
जाए। उदाहरणार्थे 2४ को व्यंजक 3४-- $9 से गुणा करने के लिए हमें व्यंजक 3४-- 59 को एक ही 
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संख्या मानना चाहिए। ऐसे व्यंजकों को अलग दाने के लिए समूहन संकतों | 6708/70४ 3)॥2800] 
ह हे ) और ( ' का प्रयोग किया जाता है। इन संकेतों को क्रम से छोटा 
कोष्ठक, बड़ा कोष्ठक और मंज्ला कोष्ठक कहते हैं। अतः इनमें से किसी भी कोष्ठक में व्यंजक 
3४-- 59 को रखकर तथा 259८ (3४-59) या केवल 2»( 3४--59) लिखकर हम 2& और 
3४- 89 का गुणन दर्शा सकते हैं । 
इस प्रकार, व्यंजकों पर (बीजीय) संक्तियाएँ करते समय हमें समूहत संकेतों को लगाने या हटाने 
की आवश्यकता पड़ेंगी। 
उदाहरणार्थ, अंतर (3४#7-- 2४-+- 7) -- ( 22#-- 4४-- 3) को ज्ञात करने के लिए, हम प्रत्येक 
व्यंजक में से पहले छोटे कोष्ठक हटाएंगे। पहले ब्यंजक के कोष्ठक से पहले कौनसा चिन्ह है? घन 
चिन्ह! अतः हम कोष्ठक हटा देते है और पहले व्यंजक को बिना कुछ परिवर्तन किए लिख देते है। 
दूसरे व्यंजक के कोष्ठक के पहले कौनसा चिन्ह है? ऋण चिन्ह। निस्संदेह, इसका अर्थ है कि हमें दूसरे 
व्यंजक को पहले व्यंजक में से घटाना है । अतः हम कीष्ठक हटाकर दूसरे व्यंजक के प्रत्येक पद की चिन्ह 
परिवर्तित कर देते हैं। इस प्रकार हमें निम्न प्राप्त होता है: 
( ७७-- 2४-- 7 ) -+ ( 2#0-- 4४-- 3 ) +२ 3%-- 28 7-- 2४ ++ 48+ 3 
सूट - 2४-- 0 
अतः हम देखते हूँ कि 
(7) यदि किसी समूहन संकेत के पहले -+- चिन्हें लगा हो, तो इस संकेत को बिना परों के 
डिन्‍्ह में कोई परिवततंन किए हटाया जा सकता है ; 
(2) थदि किसो समहन संकेत के पहले --' चिन्ह लगा हो, तो प्रत्येक पद का चिन्ह परिवर्तित 
करके इस संकेत को हटाया जा सकता है ; | 
(3) यदि किसी व्यंजक में एक से अधिक समहन संकेत हों, तो हम सबसे अंदर वाले संकेत को 
पहले हटाते हें और यदि कोई समान पद हों तो उन्हें संग्रहित करके जोड़ते हैं। हम यह प्रक्रिया बाहर की 
ओर तब तक जारी रखते हैं जब तक कि सब सम्‌हन संकेत त हट जाएं । 
उदाहरण : 65- (7/-5) को सरल कीजिए। 
हल : हम नियम 2 का प्रयोग करते हैं और इस प्रकार हमें 62- 77--£ प्राप्त होता है | 
उदाहरण 2: [200-- 3४-- ( 7/+- 4/-- 2) )|| को सरल कीजिए। 
हल : हम सबसे,अंदर वाले संकेत से बाहर की ओर चलते हूँ। इस प्रकार 
[207 -- 3४- ( 7४/-+ 4-- 2) ).] +[ 220-- | 38-- 7%7-- 4४-+- 2) ] 
प्न[2४१----&-- 7४*-+- 2)-] 
न्‍्| | 2282-०४ न 7:8-- 2] 
म््ू9%१ -- ४-2 
अब देखें कि हम व्यंजकों में समूहंन संकेत किस प्रकार लगाते हैं? इसके लिए उपर्युक्त नियमों 
() और (2) जैसे तियमों का ही प्रयोग किया जाता है। यदि कोई ऐसा समूहन संकेत लगाना 
हो जिसके पहले --' चिन्ह हो तो हम व्यंजक में केवल वह संकेत लगा देले हें। इस स्थिति में हम 
व्यंजक के पदों के चिन्हों में कोई परिवतेन नहीं करते। परन्तु, यदि कोई ऐसा समहन संकेत लगाना हो 
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जिसके पहले “--' चिन्ह हो तो हम व्यंजक के प्रत्येक पद का चिन्ह परिवर्तित कर देते हैं और व्यंजक में 
'” चिन्ह वाला संकेत लगा देते हूँ। 
उदाहुरण 3: व्यंजक 34--40-- 2८ में ऐसा समूहन संकेत लगाइए जिसके पहले '--' चिन्ह 
लगा हो । 
हल : हम तीनों कोष्ठकों में से किसी भी कोष्ठक का प्रयोग कर सकते हैं। आइए बड़े 
कोष्ठक का प्रयोग करें। हमें निम्न प्राप्त होता है। 
36-+ बै0-- 26: <:--[-+ 38 -- 489 -।- 2८] 


उदाहरण 4: व्यंजक --६१-- 84- 69--3८+ 86 के अंतिम दो पदीं को कोष्ठक में रखिए 
जिसके पहले ऋण चिन्ह लगा हो। 


हल: हम देखते हूँ कि 
-7४/-- 86-- 66 -- 3८+- 8:०--५६१-- 86-- 68-- ( 3४-- 8४) 


प्रदनावली 7.3 
, सरल कीजिए : 


(0) (2०-9७) - (#+-%) 
(8) (--8/-+- 3/7) -- ( 8/-- 3 %४) 


(४) (34-- 58 ) -- (“5 6०-+- 26 ) 

! %8-- 3%-- 2) -। ( 4४-- 2४7-- 2) 
(०) &-न- [#-0- 3) 5 ( 2४+-7-- 4) 
(एॉ॥ . 2/-- [7-- ( ॥४-- 2/) +-#॥] 


(शा -#+[-- (ऋ+-%) + (+--4)] 
(शा) (3#&-- 49-+- 38) -+- #-- (#--७) -+ ३9-+- 4] 
४) [4- 26+- 59-- (४--४ ) + 3]-- ( &4-|- 49 -- 36) 
(5) -म[5४"+-४१--[3#-- ( --- 2४--% ) -- 3४१] -- 3) 
(४) 649--(-- (220-- 46 ) +- [38-- (४-4४ ) +- 760]] 
(37) --[3४-- 49- [-+ 99-- 6+- 3४+ ( 29-- 5४-- 3) -- $] 45 $४-- |) 
2, निम्न में से प्रत्येक व्यंजक के अंतिम दो पदों को कोष्ठक में रखिए जिसके पहले '-- चिन्ह 
लगा हो | 
(3) 9४-- 82--4)9- 8 

(४) 22४*-- 497 -- 3८र्न- 9 
(॥7) ६--#-- 44-- 5 


१0 गणित 


7.4 बीजीय व्यंजकों का गुणन 
7.4.4 आइए पहले दो या अधिक एक पदीयों को गुणा करें। उदाहरणार्थ, मान लीजिए ये 
22, “739 और 4८ हैं। चूँकि अक्षर संख्याएँ, संख्याएँ व्यक्त करती हैं अतः यह सरलता से देखा जा 
सकता है कि (2४) (-- |) (4८) 552 2८» >€ (3) (9८ 42८ ८ 
++2» (--3) १८ 42८४» 92८ & (क्यों? ) 
पन््न5 249८2 
अतः हम देखते हैं कि दो था अधिक एक पदीयों का गृुणनफल उनके गुणांकों के गुणनफल का 
अक्षर गुणनखंडों के साथ गुणनफल है। 
उदाहरण 3: 42४, “78, 3४29 और 4» को गुणा कीजिए । 
हल : नियम का प्रयोग करने पर, हमें निम्न गुणनफल प्राप्त होता है: 
2» (“5 8) »€ 3% 42८४ २८ ४१ »( 9 (97 
ब्+- 452 9८% 9८ 28 १९ 9 ८9४ 
++--75225 (तीचे टिप्पणी देखिए) 


7.4. 2 अब आइए एक द्विपद और एक पदी का गुणा करें। उदाहरणार्थ, हम 26 और 
42- 32 लेते हैं। 
हम गुणन का वितरण गुण प्रयोग कर सकते हैं। इस प्रकार हम ।जखते हैं कि 
28 ( 48-|- 30) 55 ( 26) (40 ) - ( 25) (8८) 


“5840 -- 646 
उदाहरण 2: (-- 3४9) और (#१-- 4/४) का गुणा कीजिए। 
हल : -- 3४0 (४/-- 4/* ) 


च्ल+- 3%72%-- ] 2४799 -- -- 38:9-- 3 2४097 
हम एकपदी और त्रिपद का किसप्रकार गुणा करेंगे ? आइए निम्न' उदाहरण लें।] 
उदाहरण 3: 2# और (--4/४--47?--%)) का गुणनफल ज्ञात कीजिए । 
हल + 2! ( -- 4४१-- 47-५४) 5८ 2४! ( -- 4४१ ) +- 2४ ( 49१) -- 2»! ( ४) ) 
++-- 8&/-+- 88299 -- 2%% 9 
गली हा आप वहू नियम बता सकते हैँ जिसका हमने एकपदी और' त्रिपद का गुणा करने में, प्रयोग 
या है! 


7.4. 3 अंत में, आइए दो द्विपदों को गुणा करें। उदाहरणार्थ, हम (38- 20) और (5०-48) 
लेते दं। यहाँ हमें गुणन के वितरण गुण का दो बार प्रयोग करना पड़ेगा । (52-- 48) को एक संख्या 
मानिए (आपको याद होगा कि समूहन संकेतों के प्रयोग से ऐसा हम कर सकते है) और तब, 

(32-20) ( 88-- 48 ) 55 36 ( 56-- 48 ) -- 26 ( 54-- 48 ) 
| + 96 ( 58) -- 36 ( 48 ) -- 29 ( 88) -- 28 ( -- 4£ ) 
८5 ] 56*-- ] 220--  048-[- 88% 
पञ| | 547 -- 2 240 -|- 88* 


ठिप्यणी : ४)८:४->४>८ ४ २८४८-४४ इसी प्रकार, »%८ 9१ --३५ 
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इसप्रकार हम देखते हैं कि दो द्विपदों का गुणा करने के लिए हम एक द्विपद के पदों को क्रम से 
दूसरे द्विपद के पदों से गुणा करते हूं। और फिर इस परिणाम को जोड़ते (या घटातें ) हैं। 

उदाहरण 4: (४+-») और (%-+-9) का गुणनफल ज्ञात कीजिए 

हल : हम, प्रत्यक्ष कारणों से, इस गुणनफल को (%--9)* लिखते हे । 


तब, 
(#|.0) न (#-.2) |.0 (#--2) 
आक 27250“ 
(४-०) ? 54४१० 2/29--) 
सरे शब्दों में, किसी हिपद का वर्ग पहले पद के वर्ग, दूसरे पद के वर्ग तथा दोचों पदों के गुणा के दुगुने 
के योग के बराबर होता है। 
(४-0)? कितना है? शब्दों में, (#--9) और (»--9) के गुणा करने का एक नियम 
बताइए 
उदाहरण 5: ( 3४-- 29)" ज्ञात कीजिए 
हल : नियम का प्रयोग कर हम लिख सकते हैं कि 
(3४-+ 99)5« (3५)*+ (9)*+-2( 55) (9) 
92४7 -- 4)7 -- 2:20 
उदाहरण 6: (०-3/# )* ज्ञात कीजिए 
हल : हम देखते हैं कि 
(८-- 38१ ) १-० [८-- (-- 39 ) ]+ 
न्‍न (4)१-- ( “- 39 )१- 2 (2) (-- 39 ) 
२०४८१ -(- 905 --- 66689 


प्रदनावली 7.4 


!, गुणा कीजिए 
(४) ४ (४४) 
(7) ४7 (१) 
| ४298 पं ) 
73 ( “74४9 ) 

(--88) (46%) 

(७) (0) (००) 

(एयं) (34080) (-- 44१65 

(४) (-- 300) (270) (--॥/४) 


नस कि, 
5,< 


8] गंणिल् 


(४) (-3०%") (-&७") (४०) 
(>य) (--2०82१6) (3६१४८) (--462१?) ( 5606 ) 
2, निम्न गुणनफल ज्ञात कीजिए : 
(7) -7४( 2४--») 
(+0) ८४ (८१ --- 30% ) 
() --#/( 2८१--४४ ) 
(7ए) --:8%?9 ( 4४--)* ) 
(४) 73(#9- 0-3७) 
(४४) 20 (८१-- 229-+- 59% ) 
( प्‌ ) - 47% ( 3॥8-- 6॥४- 3 ) 
(शत) -- 8४ ( 2४0--४१--5-- 28) 
3, निम्न गुणन कीजिए : 
(६) (6-2) (४+5) 
(॥.) (॥7-- 308) ( 28--४) 
(46-30 ) ( 3८-- 48 ) 
79) (2४”+-3)* 
(०) (2%7--3)” 
(४) (»१--7) (#”-+-2) 
4. निम्न व्यंजकों को सरल कीजिए : 
(7) 28( 89-+- 22) -- 3४( --9+ 2£) 
(0) 26 36 |- 70 ) -- 64१-- 46४ 
(37) (४-४ )*-- 240 
(7०) (८--०)१-- (८--४ ) * 
(४) (४-9) (3४--9) -- ( $&४४-- 9:29- 39 ) ५ 
(श) #-+-४(#-+-॥ )--४ (#--  ) ह 
(४४) (०४--०)१--५/ । 
(शा) (४--४)१--8* 
(४5) (८+-26)*--० (००-४०) --9 ( ४-- 9 ) -- 4/ 


७ पदक" 


30 पमन्‍न्‍ममती: 


'35-मइााक"*+हकमभन" १५परमरहकन"* भाकाकन्‍्म-न भरी भेज मम 


7.5 व्यंजक का मान निकालना 

इस एकक में कई स्थानों पर हमने कहा है कि अक्षर-संख्याएँ, संख्याएँ निरूपित करती है। अतः 
यदि कोई व्यंजक 2/- 28 दिया हो तथा हमें / और 6 ज्ञात हों, तो हम 2/-- 28 का (संख्यात्मक) 
भात लिकाल सकते हैं। यदि उपयुक्त उदाहरण में /, 0 हो तथा 8, 6 हो तो व्यंजक का साते। 
2(40)+2(06) अर्थात्‌ 32 होगा। अक्षरों के स्थान पर उन्तकें मात रखना प्रतिस्थापन 
(५४05४7४४०७) कहलाता है । 
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उदाहरण : यदि #5---2 हो, तो 2/४-- 39 -»--व का मान ज्ञात कीजिए । 
हल: हम व्यंजक में #>---2, भ्रतिस्थापित करते हें जिससे हमें निम्न प्राप्त होता है: 
2(--2)*--3( - -29)”+ (-- 2) --१ 
+-2(--2) (-2) (- 2) - - 3( 4) -- 2-- ! 
स्‍न--3] 


प्रदनावलो 7.5 


, यदि #55१, _/-->2 तथा 55-३३ हो तो निम्न व्यंजकों के मान ज्ञात कीजिए : 


() ४&7--9* (क्‍) शी 
(8]) ४&9-+-9८--2 (7५) 2:29? -- 3%४29-- €* 
(५) 9-४” -+-#* (श) 460-+- 29% 


(५४) (<+-४)*-- 29 (0) (४१-००) (39- 2<) 


एकक शायर 


समीकरणों का परिचय 


इस एकक में हम देखेंगे कि कुछ ऐसी समस्याओं को, जिनमें ज्ञात और अज्ञात संख्याओं के परस्पर संबंध 
निहित हों, समीकरण के पदों में दुबारा व्यक्त करने में हम किस प्रकार अक्षर संख्याओं का प्रयोग कर 
सकते हैं। समीकरण की एक तुला (8४/८४८४) से तुलना की गई है। समीकरणों को हल करने के 
नियम निकालने के लिए तुला का प्रोत्साहन (%०४०४/४०॥) के रूप में प्रयोग किया गया है। 


8.] अज्ञात राशियाँ व्यक्त करते में अक्षरों का प्रयोग 

हम संख्याएँ व्यक्त करने में अक्षरों का प्रयोग पहले ही कर चुके हैँ । यहाँ हम इनका कुछ भिन्न 
संदर्भ में प्रयोग करेंगे। आइए निम्न उदाहरण को देखें | 

उदाहरण : एक दी हुई संख्या और उसके दुगुने का योग 62 है। वह संख्या कया है? 

यहाँ दी हुई संख्या अज्ञात है। हम सबसे पहले कुछ संख्याएँ लेकर जाँच करेंगे। आइए, 
उदाहरणार्थे, संख्या 0 लें। क्या 0 दी हुई संख्या हो सकती है ? नहीं। 0-+-2( 0) क्या है ? 
आइए एक दूसरी संख्या, उदाहरणार्थ, 8 ले। क्‍या 8 दी हुई संख्या हो सकती है ” नहीं। (क्यों! ) 
हम अब भी १62 से बहुत अधिक दूर हूं। व्यावहारिक ज्ञान कहता है कि हम कोई बड़ी संख्या, उदा- 
हरणार्थ, 50 लेकर जाँच करें। क्‍या 50 दी हुईं संख्या हो सकती है ? पुनः नहीं। 

यदि हम संख्या ज्ञात भी कर लें (54 लेकर जाँच कीजिए) फिर भी प्रयत्न और भूल (#/ 
६४६ ४70) की..इस प्रक्रिया में समय अधिक लगता है और यह अनावश्यक भी है जैसा कि आप 
देखेंगे, हम संख्या को सरलता और शीघ्रता से ज्ञात करने के लिए बीजगणित के साधनों का प्रयोग कर 
सकते हैं। 

आइए, अज्ञात राशि अर्थात्‌ दी हुई संख्या को एक अक्षर संख्या, मात लीजिए, £ से व्यक्त करें 
अब हम दी हुई समस्या को गणित की भाषा में परिवर्तित कर सकते हैं। हम कहते हैं कि हमें ऐर 
४ ज्ञात करना है जिससे कि 

. ४--285-62 या 3४5 62 

उपर्युक्त समीकरण (८(४६४०४) का एक उदाहरण है। &, समीकरण की अज्ञात (४७070) 
राशि कहलाती है। हम अज्ञात राशि को अक्षरों 9 या £ या ४, इत्यादि से भी व्यक्त कर सकते थे। 
इसके लिए हम अंग्रेजी वर्णमाला के बाद वाले बक्षरों की प्राथमिकता देते हैँ । 

हम देखते हें कि 


समीकरणों का परिचय प््ठ 


समानता का वह कथन जिसमें एक अज्ञात* राशि निहित हों प्रतिबन्धित समीकरण (/#॥वी(##4/ 
(४०४०४) या केवल समीकरण (८(४८४४०॥) कहलाता है। एक समीकरण के दो पक्ष (४४०४) 
होते हैं। पहला वाम पक्ष (बाई ओर वाला) तथा दूसरा, दक्षिण पक्ष (दाई ओर वाला ) । उपयुक्त 
उदाहरण में हम देख सकते हैं कि 3५ समीकरण 3४-- 62 का वाम पक्ष है तथा 62 दक्षिण पक्ष है । 
यदिं किसी संख्या को समीकरण में अज्ञात के स्थान पर प्रतिस्थापित करने से बाम पक्ष और दक्षिण 
पक्ष बराबर हो जाएँ तो कहा जाता है कि बह संख्या समीकरण को संतुष्ट (५८४१) करती है। 
इस संख्या कों समीकरण का एक हल (५०/४॥७॥) या एक मूल (7०6४) कहेते हैं। समीकरण के 
मूल ज्ञात करने की विधि, समीकरण का हल करना (४४/४7४४ ) कहलाती है । 


गणितज्ञ, बहुत प्राचीन समय से ही ऐसी समस्याएँ जिन्हें समीकरण के रूप में परिवर्तित किया 
जा सकता है प्रस्तावित तथा हल करके अपना मनोविनोंद करते चले आए हैं। उदाहरणाथ, लगभग 
800 ई० पृ० में अहम्स (/॥725) नामक एक मिस्रवासी ने निम्न समस्या प्रस्तावित तथा 


हल की 
एक संख्या और उसका दो तिहाई और उसका आघा और उसका सातवां भाग 37 के बराबर 
है। संख्या ज्ञात कीजिए । 


हिन्दू गणितज्ञों ने लगभग चौथी शत्ताब्दी!में विभिन्न प्रकार की समीकरणों में अज्ञातों का प्रयाग 
' किया और उनको हल करने की विधियाँ ज्ञात कीं। हमें, उदाहरणार्थ, बारहवीं शताब्दी क॑ एक हिन्दू 
गणितज्ञ भास्कराचार्य की कृति लीलावती में निम्न समस्या मिलती है। 


“भंवरों के एक झुंड का पांचवा भाग खिले हुए कदम्ब पर जा बंठा, एक तिहाई शीलीन्धरि के 
फूल पर और इन संख्याओं के अंतर का तिगुना कुटज के बौर की ओर उड़ गया। शेष बचा हुआ 
एक भेंवरा, चमेली और केतकी की मनमोहक सुगन्ध से प्रलोभित होकर हवा में इधर उधर भंडराता 
रहा। हे सुमुखी ! मुझे बताओ, भंवरों की कुल संख्या कितनी थी ? 

अहम्स और भास्कराचार्य--दोनों की समस्याएं इस पुस्तक की सीमा के बाहर है। हम इनके 
बारे में बाद में पढ़ेंगे। 

अज्ञात राशियों को व्यक्त करने के लिए संकेतों के प्रयोग का श्रेय प्राचीन हिन्दू गणितज्ञों को 
दिया गया है। उन्होंने अज्ञातों के कई नाम जैसे कि यावत्‌ तावत्‌ (इसका अर्थ है इतना कि), वर्ना, 
बिजा, इत्यादि रखे और उन्हें व्यक्त करने के लिए रंगों के पहले अक्षर जैसे कि का , नी, पी, पा, या, 
इत्यादि का प्रयोग किया। लगभग 300 ई० पू० में ये अक्षर तथा इनकी घात और मूल ज्ञात करने की 
विधियाँ बहुत॑ प्रचलित थीं । 


.. सच्हवीं शताब्दी सें ही, एक फ्रांसीसी गणितज्ञ डेकारट्स (/2 आज 8596- 650/| 
ने सबसे पहले अज्ञातों को व्यक्त करते के लिए अक्षरों & », <, इत्यादि का इनकी घातों के 
लिए संकेतों ४*, ४» इत्यादि का प्रयोग किया । 


*+हम केवल एक अज्ञात राशि वाली समीकरणों का ही अध्ययन करेंगे । 


ग्र6 गभित 
शदनायली 8.7 


. प्रयत्न और भूल विधि से निमत समीकरणों को हल कोजिए : 


(7) #&-+-8553 3 (॥) 9--25-2 
(7) 2॥75-6 (7५४) ]0-%#5:56 
(५) 9+-3557 (शा) &--55--3 


(शा) 2४5-9--४ 


8.2 समीकरण हल करना 

समोकरण की एक तुला से तुलना को जा सकती है। इसके दोनों पक्षों (४४४८४) को दो पतड़े 
मानता जा सकता है तथा समानता का संकेत ““"' यह दर्शाता है कि दोनों पलड़ें संतुलन की 
स्थिति में हें। (देखिए आकृति 8.) 
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आकृति 8.7 


की निदचय ही, आपने तुला देखी होगी। हम तुला की स्थिति में बिना कोई परिवर्तन किए उसके 
हों में कया क्या कर सकते दें? हम उसके दोनों पलड़ों में बराबर राष्षियाँ जोड़ (और इससिए 


संमीकरणों का परिचर्य 7 


गणा 


अलचननययी 


णा कर | सकते हैं या हम उसके दोनों पलड़ों में से बराबर राशियां घटा (और इसलिए भाग दे) सकते 
ऐसा करने पर तुला की स्थिति में कोई परिवर्तेन नहीं आएगा अर्थात्‌ दोनों पलड़े अपनी पहली 
में ही रहेंगे। ठीक यही हम समीकरणों में करने जा रहें हैं। दूसरे शब्दों में, हम 

(7) समीकरण के दोनों पक्षों में एक ही संख्या जोड़ सकते है, 
( 
( 


2 कक 
; और 


) समीकरण के दोनों पक्षों में से एक ही संख्या घटा सकते हूँ, . 
3) ससीकरण के दोनों पक्षों को एक हो संख्या से गुणा कर सकते हैं, तथा 
(4) समीकरण के दोनों पक्षों को एक हो संख्या से भाग दे सकते हूं। 
अब हम इन निम्रमों का प्रयोग करेंगे और कुछ समीकरणों को हल करेंगे। 
उदाहरण ॥: ४-35 ] को हल कीजिए 
हल : हम समीकरण के दोनों पक्षों में 3 जोड़ते हैं। (नियम ) 
इससे हमें निम्न प्राप्त होता है 
४“+ 3-5 35577-+- 3 
अर्थात्‌, ४>54 
[आइए ४5-१4 को दी हुई समीकरण' में प्रतिस्थापित करें। हम देखते हें कि 
वास पक्ष रन । 4-- 355व] 
दक्षिण पक्ष 7 
अर्थात्‌ ४554 के लिए वाम पक्ष -दक्षिण पक्ष है। ] 
इस प्रकार, ४£5-१4, दी हुई समीकरण का एक मूल (700/) या हल (50/४7/४7०४) है । 
उदाहरण 2: 275:9--3 को हल कीजिए 
हल : हम समीकरण के दोनों पक्षों में से > घटाते हैं। (नियम 2) 
इस प्रकार, 27--9:559-- 3-7 
अर्थात )95-३ 
[अब आइए दी हुई समीकरण में »>-3 प्रतिस्थापित करें। हम देखते हैं कि 
वाम पक्ष" 5 2(3) 556 
दक्षिण पक्ष *« 3-- 35- 6 
अर्थात्‌ />53 के लिए वाम पक्ष >॑दक्षिण पक्ष है|] 
इस प्रकार, ै/>53 दी हुई समीकरण का हल है। 
उदाहरण 3: 0--9ल्‍52 को हल कीजिए 
हल : हम दी हुई समीकरण के दोनों पक्षों को » से गुणा करते हें। (नियम 3) 
इस प्रकार, (0--9) (9८29 
या 05-529 
अब हमें 0--9 के दोनों पक्षों को 2 से भाग देना चाहिए। (नियम 4) 
इस प्रकार, 0--255( 29) + 
अर्थात्‌, 
[आइए, »--5 को दी हुई समीकरण में प्रतिस्थापित करें। हम देखते हैं कि 
वाम पक्ष--0-- 5 #- 
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दक्षिण पक्ष --2 
अर्थात्‌ ै»>-5 के लिए, वाम पक्ष >-दक्षिण पक्ष है।] 
इस प्रकार, ै»-- 5, दी हुई समीकरण का हल है। 
हम देखते हूँ कि समीकरण हल करने में हम उपर्यकत चारों नियर्मों में से एक या अधिक का प्रयोग 
करते हैं और ऐसे चरण तक आने का प्रयत्न करते हैं जिसमें स्वयं अज्ञात संख्या समीकरण के एक पक्ष 
के रूप सें प्रकट हो जाए । 


प्रइनावली 8.५2 


निम्न में से प्रत्येक समीकरण हल कीजिए और समीकरण में प्रतिस्थापित करके अपने उत्तर की 
जाँच कीजिए । 


, 3४-- 4ल्‍>-9 2. 4]/४--7 25720 

3, 89-76550 4. 3ल्‍-- 855 5&-- 2 

5. 69-555]9 6, 7+-4$--5- 5 

7. 48-- प्र&त्+- 3 क्‍ 8, 80- 355 37-- 5 

9, 2-%८56 0., 00-<55१0 

]], 59-540-5 4955-- ] 0 प2. 6॥07-- 455 277-- 8 

। 3, 2953( 5-9) 4, 3(४--3) +55( 2४--3) ु 

35, 3&-4554-( 8+- 32) 86., 5४756( 7--4«%) +- 4-- 7( 2+ 3४) 


7, 6&--9- 2( [--&) 55४-- 3 


8, 3 समस्याएँ हल करने में समीकरणों का प्रयोग ह 

अब हम देखेंगे कि ऐसी अनेक समस्याओं को जिनमें ज्ञात और अज्ञात संख्याओं के परस्पर संबंध 
निहित हों, पुनः समीकरणों के पदों में निरूपित किया जा सकता है । इन संबंधों का अधिकतर इडब्दों 
में वर्णत किया जाता है और इसी कारण हम इन' समस्याओं को शाब्द समस्याएँ या प्रइन (४४०४४ 
/#7०४/2॥0 ) कहते हैं। आइए कुछ उदाहरण हें । 

उदाहरण १: दो संख्याओं का योग 52 है। इनमें से एक संख्या दूसरी से 0 अधिक है। संख्याएँ 
जात कीजिए | 

हल : पहली दृष्टि में ऐसा लगता है कि इस प्रइन में दो अज्ञातों की आवश्यकता है। परल्तु, 
'जैसा कि हम देखेगें कि, हम एक अज्ञात मानकर भी अपना लक्ष्य पूरा कर सकते हैं । 

दूसरे वाक्य में कहा गया है कि एक संख्या, दूसरी से 0 अधिक है। इस प्रकार, यदि हम एक 
संख्या को » मानें तो दूसरी संख्या ४--0 होगी । 
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अब पहले वाक्य में कहा गया है कि इतका योग 52 है | 
अतः ४-- (४--0) 55 52 | 
इस प्रकार, हमने शाब्द प्रहत को एक समीकरण के रूप में निरूपित कर [देथा जिसे हम सरलता से 
हल कर सकते हैं। इस प्रकार, 
४-- (४-0)- 52 
या, 2४--0 5-52 
पा, 2४-!-]0 0 552--0 
था, 2४--42 
या, ४-2] 
अतः दोनों संख्याएँ 2 और 3 है। 
[हम देख सकते हैं कि इनका योग 52 है। साथ ही, 37, 2 से 0 अधिक है ।] 
उदाहरण 2: सुरेश के पिता की आयु, सुरेश की दो वर्ष पहले को आयु की तिगुती है। आज 
उन दोनों को आयु का योग 62 है। प्रत्येक की आयु ज्ञात कीजिए । 
हल : माना दो वर्ष पहले सुरेश की पे »वर्ष थो। तब, आज 
सुरेश के पिता की आयु 3४ वर्ष 
तथा सुरेश की आयु (४-- 2) वर्ष है। 
उत्तकी आयु का योग' 62 है। दूसरे शब्दों में, 
32न- (४+- 2) ५56 2 
इस धरकार' हमने शारुद प्रश्न को एक समीकरण के रूप में निरूपित कर दिया जिसे सरलता से हल 
किया जा सकता है। इस प्रकार, 
32-- (4-2) 562 
या, 4४--25562 
या, 4.75-50 
या, ४555 
अतः सुरेश की आयु 7 वर्ष है तथा उसके पिता की 485 वर्ष । 
[हम देख सकते हैँ कि 45-|- 7--62। साथ ही, 45, 5 का, जो कि 2 वर्ष पहले सुरेश की 
आयु थी, तिगुना है।] 
उदाहरण 3: एक आयत की लम्बाई उसकी चौड़ाई के दुगुते से 8 मीठर कम है। आयत का 
परिमाप 56 मीटर है। उसकी विमाएं (##80709७) अर्थात्‌ लम्बाई और चोड़ाई ज्ञात कीजिए । 
हल: चूंकि लम्बाई, चौड़ाई के पदों में दी हुई है, इसलिए हम अज्ञात चौड़ाई को & मीदर मान 
लेते हैं। (देखिये आकृति 8,2) न्‍ 
तब, लम्बाई ++( 2४--8) मीठरः (क्यों? ) 
अब, परिमाप --( 2४-- 8) +-#+- ( 2४-- 8) +४ 
परन्तु, परिमाप 56 मीटर दिया है। अतः 
( 2४-- 8) +-४-- (2४-- 8) -+# ८56 
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2५-8 
कै है 
20/-- 08 
आकृति 8.2 
या, 6४-- 7 655 5 6 
या, 6४55-72 
या, ४5८-।2 


अतः, लम्बाई --2(2)-8 अर्थात्‌ 6 मीटर 

अतः आयत की विमाएं 46 मीटर और 2 मीटर है। 

[हम देख सकते हैं कि 6 पीटर लम्बाई, चौड़ाई की दुगुने से 8 मीटर कम है। साथ ही परिमाप 
प्ू6-- 2--6-- 2 अर्थात्‌ 56 मीटर है ।] 

हम देखते हैं कि किस ग्रकार तीन भिन्‍न प्रकारों के शाब्द प्रदनों को समीकरणों के पदों में निरूपित 
करके हम उनका हल ज्ञात करने में समर्थ हो सके । इन प्रइनों को समीकरणों के पदों में निरूपित करने 
की कोई निश्चित विधि नहों है। परन्तु निम्न से कुछ उपयोगी संकेत अवदस मिल सकते हैं : 


हम 


2, 
3, 


है 


१ 


प्रशत हे बार बार पढ़िए जब तक क्रि आप यह न समझे लें कि क्या दिया,है और क्या ज्ञात 
करना है। 

अज्ञात को फिसी अक्षर ४, या 9 या 2 इत्यादि से व्यकत कीजिए । 

(क) प्रइत को धोरे धीरे, एक एक बाक्य अनुसार गणित को भाषा में परिवत्तित कोजिए । 
(ख) वह राक्षिएँ निर्धारित फीजिए जो कि बराबर हैं और उनसे एक सप्तीकरण बनाइए । 


, अज्ञात के लिए, समीकरण को हल कीजिए । 
. जाँच कोजिए कि प्राप्त उत्तर भ्रवत में दिए हुए प्रतिबन्धों फो संतुष्ट करता है या नहीं । 


प्रदनावली 8.3 


: किसी संख्या के दूगुने में 7 जोड़ने से 49 प्राप्त होता है। संख्या ज्ञात कीजिए । 
' किसी संख्या के तिगुने में से 22 घटाने पर 68 प्राप्त होता है। संख्या शात कीजिए । 
, ऐसी दो संझ्याएँ ज्ञात कीजिए जिनमें से एक, वूसरी से 3] भभिक हो तथा इतका योग 83 हो । 
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4. एसी दो संख्याएँ 48 कि जिनमें से एक, दूसरी की तिगुती है तथा इनका अंतर 28 है । 

5, तीन क्रमागत पूर्णाकों का योग 24 है। पूर्णाक ज्ञात कीजिए । 

6, एक आयत की लम्बाई, उसकी चौड़ाई से 4 मीटर अधिक है। आयत का परिमाप 84 मीटर 
है। उसकी विमाएं ज्ञात कीजिए । 


7. एक आयत की लम्बाई, उसकी चौड़ाई की तिगुनी है। उसका परिमाप 96 मीटर है । उसकी 
लम्बाई ज्ञात कीजिए । | 

8. एक पर्स (/४/४४) में जितने 25 पैसे के सिक्‍के हैं उससे दुगनें 0 पैसे के सिक्के हें। यदि 
पर्त्त में इन दो प्रकार के सिक्कों में कुल 9,00 रु० हों तो प्रत्येक प्रकार के सिक्कों की संख्या ज्ञात कीजिए । 

9 .3000,00 5० की एक लाटरी (/6४2/)) में कुल 63 इनाम दिए जाते हैं। एक इताम या 
तो 00.00 €० का है या 25.00 रु० का। प्रत्येक प्रकार के इनाम की संख्या ज्ञात कीजिए । 


0, 45 वर्ष बाद, छीला की आयु उसकी वर्तेमान आयु की चौगुत्ती हो जाएगी। उसकी 
बर्तमान आयु ज्ञात कीजिए । 


विविध प्रश्नावली ॥४ 
(एकक ५प्त और ५7४77 पर) 


!, जहाँ संभव हो वहाँ सरल कीजिए और बताइए कि निम्त में से कौन एक पदी, कौन द्विपद और 
कौन त्रिपद हूँ ? 


४2 -- (४१ --2) -+- 4४ । 


+# (7०) 4०7४-- 22 
3, निम्न को जोड़िए : 
(4) 4ध--०४--०, #--४--०, ४-(-४--४ 
(४) 88 --०%१-- ५१, )१-- (१ --#*, 28--४१--२१%४ 
(87) &-- 39, 3४0-9, »+- 
4, घटाइए : 
(४) #४-४--८ में से #४--॥%--८ 
(४) --४--#-४ में से ४+9-४ 
(77) --2४--%--१0 में से -- 2४-- ! 
5. दो द्विपदों का योग 4&--) है। यदि इनमें से एक ४-- 49 हो, तो दूसरा ज्ञात कीजिए । 
6. सरल कीजिए : 
() 3४7- 4/7--97- 287-- 28) -- 4)7-- 02 
(४) ७#-०/-+-#--३४/-- 4)१--॥१-- 7 


7, एक]मेज़|को लम्बाई, उसको चौड़ाई की दुगुनी है। यदि चौड़ाई /# एकक हो, तो मेज की 
परिमाप ज्ञात कीजिए । 
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8, सरल कीजिए : 
(7) (४7-४७) - (४४--७)]-- [-- 2४१-- (४१-- 40“) ] 
(3) [--4-- (8--4) |-- [--9-- (४-४ ) ] 
(॥) [208--०---१--[26--0--८-- ( --४--८) ) ] 
9. यवि ४-5) और 9-2 हो तो निम्न व्यंजकों के मान ज्ञात कीजिए : 
(7) &न+> 
(7) #-- 39+-2 
(॥) --+4४-- 89--7 
(ए) &- 4 
(०) 9--0 
0. यदि ४-50 और »5---३ हो, तो निम्न के मान ज्ञात कीजिए : 
() #--?-+- 3 
(7) &-:9+- 8 
(४0) &न-2 
(४) 
(०) 8#/-४9+% 
7, निम्न गुणन ज्ञात कीजिए : 
() &(%#) 
(7) (#-7)# 
() (#--2)% 
(0 ४” ( 5--£) 
(५) #१(----%?) 
82, सरल कीजिए : 
() । पल] 
(४) (&-:») (#+7) 
(/! (&-- 39) (४-29) 
(४) (9-+2%) (9-») 
3, निम्न में से प्रत्येक में » का गुणांक ज्ञात कीजिए 
() (3&--2)-(4-#) 
(४) ४9/- (-- 3-- 387/--4% ) 
(|) [9--४- (४-2) ]--४--29- (»-- 4») ] 
4, 3४--2--<& और --9--८ के योग में से 3४--9-८ घटाइए। इस परिणाम में & 
का गुणांक क्‍या है ? 
5, गुणा कीजिए : 
(६) (५--४) और ा दिखाइए कि (४--9)१--००१-- 268 --४+ 
' --/) --0), दिखाइए कि (८--6 )१--५१-- 268 --/% 


(( 


कं गणित 


6, एक तख्ते की लम्बाई और चौड़ाई क्रमश : (4-४) और (८--४) एकक है। उसका 
परिमाप ज्ञात कीजिए : _ 
7, दो ब्यंजकों का योग ४7--१/-- 2/29/-- 28 $.४-- 7 है।. यदि इनमें देएक 2 -- 39% -. 
79--4 हो, तो दूसरा ज्ञात कीजिए । रा 
8, यदि ८८८, ४-50 और /----! ही तो निम्न व्यंजकों के मान ज्ञात कीजिए : 
(4) (४१-- 3660“ 3 ) 8“ (#--/* -- 248) 
(क्‍) [26१ -- [६१-- 26-०१ -- (६+-१ 4-4) .] [(/-- 200 (#---८) | 
9. (खेल के लिए एक प्रह्ूत) यदि शब्द ॥6//2४०£% के अक्षर एक बीजीय व्यंजक के 
भाग हों तो हम इस शब्द को ॥77४०४/2८ लिखते हैँ। ऐसे संकेतन में, 
(क) निम्न को किस प्रकार लिखेंगे ? 
(4) ॥हशधहंक 
(7) ८शाकाओांटाए) 
(प्रो) द्याए्रलदा0ा 
(ख) निम्न को कौन से (अर्थ पूर्ण) शब्दों को संक्षिप्त करने के लिए प्रयुक्त किया जा सकता है ? 
(3) #77%* ह#8॥ (॥) बबं।र/00 (४) 9787 
20, निम्न समीकरणें हल कीजिए और दी हुई समीकरण में प्रतिस्थापित कृरकी अपने उत्तर 
की जाँच कीजिए | । 
(4) 2४ 7<्२१9 () $#--0-«37 
(7) 9४+-575- 8 ह (3ए) 7-#४&-3 
(५) 22-- ल्‍-- 3 (एण) ऊन नल ता 6 +# 
(५४) 3४-0--2 [4४---3 (#+-2) |-४0 
(शत) 48--2- 2[4--४&-- 3 2४--व ) |] >--#-- (-- 25) +- 6 
(४) 8--#८+ 2--४-०  28४-- 4“ (&--!) ) 
2, एक संख्या अपने लिगुने से 50 कम है। संख्या ज्ञात कीजिए । 

*22, राम, दयाम और जीवन एक परीक्षा में बैठते हैं। राम ने श्याम द्वारा प्राप्त अंकों के 
तिगुने से 8४0 अंक कम प्राप्त किए जबुकि जीवन ने दयाम॑ द्वारा प्राप्त अंकों के दुगुने से 30 अंक अधिक 
बज किए। यदि तीनों व्यक्षितयों द्वारा प्राप्त अंकों का योग 550 हो, तो उनके अलग भलग अंक शञात « 

ए) 

23. तीन दिन में 830 किलोग्राम सेब बेचे गए। दूसरे दिन, पहले दिन से 30 किलोग्राम कम 
बिक्री हुई तथा तीसरे दिन, दूसरे दिल से दुगुत्ती बिक्री हुई। पहले दिन कितने किलोग्राम सेब बेचे गए 

24. एक संख्या, दूसरी संख्या' से सात गुनी है। यदि इन संख्याओं का अंतर 86 हो, तो 
संख्याएँ ज्ञात कीजिए । 

25. एक त्रिभुज 480 का परिमाप 94 सेमी है। 48, 80 से 5 से मी छोटी है तथा 40, 
4.8 से 22 से मी लम्बी है। भुजा 2(/ की लम्बाई ज्ञात कीजिए । 

*26, एक हवाई जहाज़ की चाल, एक कार की चाल से 6 का नी है। साभ ही, मद्ि कार की 
चाल, हवाई जहाज़ को चाल से 750 किलो मीढर प्रतिघंधा कम हो तो कार ध्वारा 6 घंटों में भर्ती 
हुई दूरी शात कीजिए । 


एकक पड़ 
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इस एकक में हँस 225 | (#८/४05) और प्रतिशतता (#४॥८६॥/४४८४) की संकल्पनाओं का उल्लेख 
करेंगे तथा इनक कुछ जिषयों जैसे कि लाभ और हानि, साधारण ब्याज (3४७४ #/४४४४) और अन्य 
दैनिक जीवन से संबंधित समस्याओं में अनुप्रयोग (4//१४7८४४0॥8 ) देखेंगे । 


9. अनुपात 

एक परीक्षा में बिन्दु ने 20 अंक प्राप्त किए तथा उसकी सहेली कमल ने 0 अंक प्राप्त किए । 

हम इन संख्याओं की दो प्रकार से तुलना कर सकते हें । 

() हम कह सकते हैं कि बिंदु ने कमल से (20-70) अर्थात्‌ 0 अंक अधिक प्राप्त किए। 
यह विधि अंतर द्वारा तुलना (८०0:४८४४४00 ४9 ८४((४०४८९) कहलाती है। साथ ही, 
इसको यह भी कहा जा सकता है कि कमल ने बिन्दु से 0 अंक कम प्राप्त किए । 

(॥) हम यह भी कह सकते हैं कि बिन्दु ने कमल से दुगुने अंक! प्राप्त किए । यहाँ हम 20 को 

0 से विभाजित करते हैं तथा इस विधि को विभाजन द्वारा तुलना (६॥छुवाांअ० (१ 
८०४०४) कहते हैं । 
जब हम एक संख्या से दूसरी संख्या को विभाजित करके, दो संख्याओं की तुलना करते हैं तो हम 
कहते हें कि हमने दोनों संख्याओं का एक अनुपात (१८४7०) बना लिया है। इस प्रकार 20 और 70 
का एक अनुपात 20-:0 है, 25 और 20 का एक अनुपात 25-20 है । 

हम अक्षरों का संख्याएँ व्यक्त करने में पहले ही प्रयोग कर चुके हैं। हम कह सकते हैं कि 

यदि ८ और ४ दो संख्याएंँ हो तो ८ का / से अनुपात 4-2 है तंथा इसे ८:१ लिखा जाता है। 

८ और /, अनुपात के पद (/6/80 0 ॥/८ #८॥०) कहलाते हूं। 

प्रत्यक्ष है कि ८ पहला पद है तथा ४ दूसरा पद है । तब, स्पष्टत्या / का ८ से अनुपात 8-४८ है तथा इसे 
8:4८ लिखा जाता है! निस्संदेह हमें यह नहीं भूलना चाहिए कि हम किसी संख्या को शून्य से विभाजित 
नहीं कर सकते | 

हम प्राय: अनुपात को उसके सरलतम रूप (577#/5४ /07) में, अर्थात्‌ उस रूप में जिसमें, 

पदों में । को छोड़कर कोई अन्य गणनखंड उभयनिष्ठ न हो, व्यक्त करते हें। 
' अतः हम, उदाहरणार्थ, 50 के 40 से अनुपात को 5 का 4 से अनुपात लिख सकते हैं तथा इसी 
प्रकार अनुपात 32:24 को सरलतम' 4:3 लिख सकते हैं । 


86 गणित 


उदाहरण १: निम्न अनुपातों को सरलतम रूप में व्यक्त कीजिए : 
() 25-40 (४४) 27:9 
हल : (7) 285-- 405-525 : 40 
परन्तु अनुपात के पदों में 5 उभयनिष्ठ है । 
अत: प्रत्येक पद को 5 से भाग देने पर, हमें निम्न प्राप्त होता है : 
25: 40555 : 8555-£ 8 
(7) 27. 9 
अब, 9 दोनों पदों से उभयनिष्ठ है। 
अतः 27: 9७-3: 
थह स्पष्ठ है कि 20 किलोग्राम और 5 किलोग्राम का अनुपात 4: है; 30 २० और 60 रू० का 
अनुपात 4 : 2 है; परन्तु क्या इसका कोई अर्थ निकलेगा कि यदि हम, मान लीजिए, 40 पैसे और 2,00 २७ 
का अनुपात ज्ञात करें? नहीं! हम 2.00 रु० को 200 पैसे में बदलेंगे और फिर इनका अनुपात 
40: 200 या, सरलतम रूप में व्यक्त करते हुए, 4 : 5 ज्ञात करेंगे । 
उदाहरण 2: 3 घंठे का 75 भिनठ से अनुपात ज्ञात कीजिए। इसे सरलतम रूप में व्यक्त 
कीजिए । 
हल : 3 घंटे--80 मिनट 
अतः, वांछित अनुपात 5>80: 75 
वः 2: 5 


प्रदनावली 9.] 


!. निम्न को अनुपातों की भाषा में व्यक्त कीजिए : | 

(4) चाय बनाने के लिए, 8 प्याले (८४४४) पानी के लिए, एक प्याला दूध की आवश्यकता है। 

(7) इस स्कूल में, चार कक्षाओं को पढ़ाने का कार्य, पाँच शिक्षकों को सोंपा गया है । 

(78) एक आयत की लम्बाई उसकी चौड़ाई से दुगुन्ती है । 

2. निम्न अनुपातों को देनिक जीवन की भाषा में व्यक्त कीजिए : 

(१) भारत में, गाँवों की संख्या का शहरों की संख्या से अनुपात 2000 : | है । | 

(7) आक्सीजन (०७४७४) और हाइड्रोजन (/96/०६०४) को, आयतन के अनुसार 
(९) ००४४४४४),  : 2 के अनुपात में मिलाने से पानी बनता है। 

(0) एक परीक्षा में उत्तीर्ण हुए विद्यार्थियों की संख्या का परीक्षा में बैठने वाले विद्यार्थियों की 
कुल संख्या से अनुपात 4: 5 है । 

(37) हमारे शहर में, ताँगों की संख्या का टेक्सियों (/४४४6) की संख्या से अनुपात 4: है 


अनुपात, प्रतिशतता ओर उनके अनुप्रयोग 87 
3, निम्न में से प्रत्येक अनुपात को उसके सरलतम रूप में व्यक्त कीजिए : 
न । 


(34) 4:42 (7) 50:30 (7) 340: 5व0 
(ए) 24:35 (०) 300 मी : 2 किमी (४) 75 सेमी : । मी 
(श) 3 किग्रा: 750ग्रा (४7) 75 पैसे : 3.00₹० (5) 2 घंटे : 30 मिनट 


4. एक खेत की लम्बाई और चौड़ाई क्रमश: 708 सीटर और 72 मीटर हैँ। खेत की लम्बाई 
का उसकी चौड़ाई से अनुपात ज्ञात कीजिए | 


5, किसी नक्शे (#॥6/ ) का स्केल प्राय: नक्शे के एक कोने पर वह अनुपात लिखकर जो कि 
'तकदी पर दूरी का तदनुरूपी भूमि पर दूरी' से होता है, दर्शाया जाता है। यह अनुपात नक्शे का 
प्रतिकृप भिन्न (26#श॥4४०४ #फढ८४० या. संक्षेप में ९, 7.) कहलाता है। 


एक नक्शे का स्केल : ]00000 है। नक्शे पर 4 सेमी की दूरी वास्तव में कुल कितनी 
दूरी निरूपित करेंगी ” [संकेत : स्केल से हमें पता लगता है कि नक्शे पर । सेमी की दूरी वास्तव 
में 700000 सेमी की दूरी निरूपित करती है। आपको याद होगा कि 00 सेमीफ5] मी, 
000 सी -- किसी ।] 


8, एक फंक्टरी में बनी खराब पेंसिलों की संख्या का अच्छी पेंसिलों की संख्या से अनुपात : 9 
है। एक घंटे में एक मशीन 80 अच्छी पेंसिल बनाती हें। खराब पेंसिलों की संख्या ज्ञात कीजिए । 

7, एक अम्ल (०८८४८) को हल्का (८४४४४) करने के लिए विद्यार्थियों से कहा गया 
कि वे अम्ल और पानी को, आयतन के अनुसार, 2: 5 क का पात में मिलाएँ। यदि कोई विद्यार्थी 
0 घन सेंटीमीटर अम्ल लेता है तो उसे उसमें कितना पानी मिलाना चाहिए ? 


8, एक दिन किसी कक्षा में अनुपस्थित लड़कों की संख्या का उपस्थित लड़कों की संख्या से 
अनुपात 2: 7 था। यदि कक्षा में 34 लड़क उपस्थित थ तो बताइए कि उस दिन कितन लड़के 
अनुपस्थित थे ! 


9. किसी स्कूल में खेलकूद (5/०/४४) में भाग ले रहे विद्याथियों की संख्या का कुल विद्यार्थियों 


की संख्या हा से अनुपात 5: 6 है। यदि 250 विद्यार्थी खेलकूद में भाग ल रह हों, तो स्कूल में कुल 
विद्याथियों की संख्या ज्ञात कीजिए । 


9,2 सम्रानुपात 


भान लीजिए हम एक दुकान पर कोई कपड़ा खरीदने जाते हैं और मान लीजिए कपड़े का मूल्य 
20,00 रुपये प्रति मीटर है। यदि हम 5 मीटर कपड़ा खरीदें तो हमें 700.00 5० देने पड़ेंगे । यदि 
हम 8 मीटर कपड़ा खरीदें तो हमें 60.00 रु० देने पड़ेंगे।, अब 5 मीटर का 8 मीटर से क्‍या अनु- 
पातहै? यह 5:8है। और 400.00₹० का 60.00 5० से क्या अनुपात है ? यह 00:60 
है अर्थात्‌ सरलतम रूप में व्यक्त करने पर ५ह 5: 8 है। इस प्रकार हम देखते है कि 
5: 85--]00: 60 
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दो अनुपातों की ऐसी समिका (६४८४४) एक समरानुपात .(/?०/१७४४४०४४) कहलाती है। हम 
कहतें हें कि संख्याएँ 5,8,800 और 60 समानुपात में (/770/07770४) हैँ । 
उदाहरण : क्‍या 30, 40, 45.और 60 समानुपात में है ! 
हल : हमें जाँच करनी है कि क्या 30: 405-45: 60 है ? अब 30: 40, 3८ 4 के बराबर 
हैं क्योंकि इस अनुपात के पदों में 70 एक उभयनिष्ठ गुणनखंड है। 
इसी प्रकार, 45: 605-3 : 4 
अतः, 30, 40, 45 और 60 समानुपात में हैं। 
संख्याओं के स्थान पर अक्षरों का प्रयोग करते हुए हम कहते हैं कि 
यदि ८: 9--४: ८ है, तो 6, 8, ८ और ८ समानुपात में हैं। ८, 2, ८: और ४-समरानुपात के पद (/॥॥ 
0६82 /7०/००४०४) कहलाते हैं। ये क्रमशः पहले, दूसरे, तीसरे और चौथे पद हैं। प्रत्यक्ष है 
कि ८ और ४ सिरों के पद (&(#/०॥४ ४४४४5) हैं तथा 8 और ८ मध्य के पद (॥४४४०/४ #४%४) हैं। 
उदाहरण 2: जाँच कीजिए कि 75: 605:20: 6 तथा 60 : 765८-75: 20 
हल : आइए प्रत्येक अनुपात को सरलतम रूप में परिवर्तित करे। 
75: 60--5: 4। साथ ही, 20: 6-55: 4 
अतः स्पष्ट है कि 75: 605520: 6 
अब, 60: 76-5--व5 : 4 तथा 75: 205--5 : 4 
इसलिए, पुन: 60: 36--75 : 20 
हम देखते हें कि हम किसी समानुपात के पदों की स्थितियाँ इस प्रकार बदल सकते हूँ कि हमें फिर बराबर 
अनुपात प्राप्त हो जाएँ। इस प्रकार हमें एक दूसरा समानुपात प्राप्त हो जाता है। वास्तव में, यदि कोई 
सम्रानुपात दिया हुआ हो तो हम इस समानुपात के पदों से तीन और समानुपात बना सकते हैं। 
उदाहरण 3: सदि ८: 65--८:४ हो तो सिद्ध कोजिए कि 
6 $ ८८८० ६ 
हल : चूंकि 6: 8--०४: 4 इस लिए 6-+-9--८-+४ 
समानुपात के दोनों पक्षों को ४4 से गुणा करने पर, 
(८-६० ) 2< 8४/-- (८-८) ९ 2८४ 
अर्थात्‌ -. ध4ं55८७ 
अब इस समिका के दोनों पक्षों को ४८ से भाग. देने पर, 
८०४-;- (४४) २5८४ -६- ( धं2) 
अर्थात्‌ ध-दं-4+5ह-२- थे 
दूसरे शब्दों में, 
4६6८-०० ६ ८ 
[उदाहरण 2 में हमने चार विशेष संख्याएँ लेकर जो जाँच की थी उसे इस उदाहरण में किर्ह 
भी चार संख्याओं के लिए सिद्ध कर दिया गया है।] 
अब आइए हम संख्याओं 3, 5, 5, 75 को लें 4 -क्या-ये समानुपात में हैं ? हम देख 
हैं कि 3: 5-55-] : 5, साथ ही 45: 75554 : 5 
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इस प्रकार वास्तव में 3:55--5: 75 है अर्थात्‌ 3, 5, 5, 75 समानपात में हें। हम 
देखते हैं कि मध्य पद 5 बुबारा आ रहा है। इस स्थिति में हम कहते हैं कि संख्याएँ 3, 5, 75 
प्मानुषात में हैं। दूसरे शब्दों में, 
यदि ८: 8-४ : ८ हो तो हम कहते हें कि ८, 2, ८ समानुपात में हैं। प्रत्यक्ष है कि ८ और ८ 
सिरों के पद है तथा & भध्य पद है 
अब हम समानुपातों के एक रोचक गुण का अध्ययन करेंगे । आइए निम्न उदाहरणों को हें 
(3) ॥, 2 3, 6 भ्मानुपात में हूँ। 
(7) 5, 6, 20, 24 समानुपात में हं। 
(78) 45, 25, 30, 50 समानपात में हूँ। 
(7) में । और 6 सिरों के पद हैं तथा 2 और 3 मध्य पद हैं। (४) में 5और 24 सिरों 
के पद हैं तथा 6 और 20 मध्य पद हैं। (7४) में 45 और 50 सिरों के पद हैं तथा 25 और 30 
मध्य पद हूं । 
प्रत्येक उदाहरण में सिरों के पदों का गुणनफल क्या है ? मध्य पदों का गुणनफल क्या है ? हम 
देखते हें कि एक समानुपात में सिरों के पदों का गुणनफल, सध्य पदों के गुणनफल फे बराबर होता है । 
दूसरे शब्दों में 
यदि ८: 0--८ : ८ हो, तो' ८६--८ 
[3, 5, 75 समानुपात में हें। इसमें सिरों के पदों का गुणनफल क्या है ? मध्य पद का वर्ग क्या 


है! 

उदाहरण 4: किसी समानुपात के पहले तीत पद क्रमशः 25, 0 और १5 हैं। चौथा पद 
ज्ञात कीजिए । क्‍ 

हेल : आइए अज्ञात चौथे पद को & से व्यक्त करें। तब, 25, 0, 35, », समानुपात में हैं। 

अब हम पहले बताए गए गण कि सिरों के पदों का गुणनफल मध्य पदों के गुणनफल के बराबर 
होता है, का प्रयोग करते हैं । 

इस प्रकार, 2525:50 

यह एक समीकरण है जिसे सरलता से हल किया जा सकता है। हम दोनों पक्षों को 25 से भाग 
देते हें और इस प्रकार हमें ४-6 प्राप्त होता है। 

अतः समानपात में चौथा पद 6 है। 
[विद्यार्थी को चाहिए कि वह जाँच करे कि 25, 0, 5, 6 वास्तव में समानुपात में हें। दूसरे दब्दों 
में, यह कि कया 25: 0575: 6 है ? ] 

उदाहरण 5: यदि 2, », 8, 4 समानुपात में हो तो » ज्ञात कीजिए 

हल : समानपात के लिए, निदचय ही 

2 2८ ]45-%>»< 8 
या ]68-- 8५ 

दोनों पक्षों को 8 से भाग देने पर, हमें ४--27 प्राप्त होता है। [जाँच कीजिए कि क्या 

82:2]5--8: 4 है ”[ 
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3, जाँच कीजिए कि निम्न में से प्रत्येक में सिरों के पदों का गुणनफल, मध्य पदों के गणनफल् 
के बराबर हैं: 
(4) 35:]5 5:4: 6 
(४) 2: ]8 -+ >74 : 27 


(.) 4:8 "58:6 
2. क्या निम्त संख्याओं के समुच्चय समानुपात में हैं ? 
(4) 24, 45, 8 30 (४) 5, 6, 20, 8 
(77) 49, 45, 4, 0 (79) 400, 250, 50, 75 
(ए ) 33, 44, 66, 88 (णं) 50, 200, 250, 300 


3, (क) क्या 2: 85--4: »] है ! 
' (ख) क्या 63: 455-28 : 20 है ? 
4. निम्न समानुपातों के पदों का ही प्रयोग करते हुए प्रत्येक के लिए कम से केम्॒ एक अन्य समानु- 
पात लिखिए : 
(7) 30: 455-6: 24 
(7) 5: 4557-45 : 35 
5. यदि 6, 8, », 75 समानुपात में हों, तो » ज्ञात कीजिए । 
6. किसी समानुपात के दूसरे, तीसरे और चौथे पद क्रमश: 44, 6 और 8 हें। पहला पद 
ज्ञात कीजिए । | 
7. एक स्कूल के पुस्तकालय (647७) में भौतिकी (#६)४८) की पुस्तकों की संख्या 
का गणित (॥४४//£॥॥47755 ) की पुस्तकों की संख्या से बही अनुपात है जो गणित की पुस्लकों की 
संख्या का रसायन (८४४४:४४४४०) की पुस्तकों की संख्या से अनुपात है। यदि वहाँ गणित की 480 
पुस्तकें और रसायन की 640 पुस्तकें हों, तो भौतिकी की पुस्तकों की संख्या ज्ञात कीजिए । 
8. यदि 8: 35524: ४ हो, तो ४ ज्ञात कीजिए । 
9, यदि 9: 45-3 : (--2) हो, तो » ज्ञात कीजिए । 


9, 3 अनुक्रमानुपात 


निरुचय ही आपने ऐसे कथन सुने होंगे कि 'जितना कोई व्यक्ति भारी होगा उतना ही अधिक 
उसको दिल का दौरा पड़ने की संभावना है”, अधिक कमाओगे तो अधिक खर्च करोगे, जितना तुम 
अधिक कार्य करोगे उत्तनी ही अधिक देश की उन्नति होगी।। उपर्युक्त कथनों को निश्चित रूप से सर्देव 
ठीक नहीं कहा जा सकता। परल्तु प्रत्येक कथन में दो राशियां संबद्ध हेँ। ये हैं व्यक्ति का भार, दिल 
का दौरा पड़ने की संभावना; आय, व्यय; इत्यादि जो कि इस प्रकार आचरण करती हैं कि या तो ये साथ 
साथ बढ़ती हैं या साथ साथ घटती हैं। 
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आइए एक रेलगाड़ी पर विचार करें जो कि 50 किलोमीटर प्रतिघंदे की समान चाल से चली 
जा रही है। अब हम देखते हूँ कि इस उदाहरण में दो राक्षियाँ समय और दूरी किसः प्रकार संबंधित ' 
है। हमारे पास समय और दूरी की निम्न सारणी है : 





25 अ के कु. हज जे बज बज हज 


किमी में दूरी 





50 400 8950 200 250 300 350 





हम देखते हैं कि 

() तय की गई किन्हीं दो दृरियों का अनुपात वही है, जो तदनरूपी समयों का है । 

उदाहरणार्थ, 50:005-5]: 2 या 50: 2505-:]: 5 या 

50: 350553: 7 
(2) ' किए गए किलोमीटरों की संख्या और घंटों की संख्या का अनुपात सदेव समान रहता 
| 
(3) दोनों 380 और समय, एक साथ बढ़ती या घटती हैं। दूसरे छाब्दों में, ये एक 
एक साथ होती हूँ। 

हम' कहते हैं कि दोनों राशियाँ दूरी और समय अनुकमानुपाती (००४९७ ८४०८४) हैं या यह 
कि ये अनुक्रमानुपात में (767४८ ०८/४८/४४०४) हें। हम कभी कभी यह भी कहते हूँ कि तय की गई 
दूरी समय के अनुक्रमानुपाती है या यह कि दूरी का समय से अनुक्रमानुपात (6०८४ 7०/१०/८४०४) 
है। इस प्रकार, दो राशियां » ओर 9 अनुक्तसानुपात में कहलाती है यदि » और 9 के तदनुरूपी मानों 
के लिए अनुपात ४:.9 एक ही रहें। हम यह भी कहते हैं कि &, 9 फे अनुकऋमानुपातों है या यह कि 
४ का 9 से अनुक्रमानुपात है। हम इसे ४5४» लिखते हैं जबकि यहाँ #' समानुपातकता स्थिरांक 
(८०४४४/८४४ ० #70797976/9 ) है। एक दिए प्रश्न के लिए, हम # का मान, प्रहत में दिए हुए 
ब्यौरे से ज्ञात कर सकते हैं। जैसा कि नीचे उदाहरण | में दिखाया जा रहा है। 

उदाहरण 3: एक तार के टुकड़े से बहने वाली घारा (८४7४४) सिरों के विभावांतर 
(#०४०॥7% 478/०४८४). के अनुक्रमानुपाती है। यदि विभावांतर 720 वोल्ट (००७५) है तो 
धारा 6 ऐम्पियर (७॥.४४४०) है । १0 ऐम्पियर की धारा के लिए कितने विभावांतर की आवश्यकता 
होगी ! 

हल : माना ८ ऐम्पियर में धारा व्यक्त करता है तथा #, वोल्ट में विभवांतर। साथ ही, माना 
# समानुपातकता स्थिरांक है। तब, प्रइन के पहले वाक्य के अनुसार ८०/7/। दूसरे वाक्य में यह 
ब्यौरा किया है कि जब #--20 वोल्ट है तो ८८२6 ऐम्पियर है। इस ब्यौरें से हमें & ज्ञात करने में 
सहायता मिलती है। इस प्रकार, 

6ल्‍55* ><८ 20 
या, &#--6--20 
अतः अब ८ और / के संबंध को निम्न प्रकार लिखा जा सकता है: 
८7० (6-720) / 
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हमें # ज्ञात करना है जबकि ८८5३0 दिया हुआ है। 
इस प्रकार, 055( 6-- 20)/ 
या, 275 200 वोल्ट 
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. नीचे दी हुई सारणी में हाइड्रोजन गेस से भरे एक गुब्बारे द्वारा हवा में चढ़ी गई ऊँचाइयां 
और इन ऊँचाइयों तक पहुँचने में लिए गए समय दिखाए गए हैं। यह मानते हुए कि ऊंचाई, समय के 
अनुकमानुपाती है, * के स्थानों पर उपयुक्त संख्याएं भरिए। 


नारा मामा ाााााााा४;ाएएघएघए्छएघघााणाआ्ाााणाणा ााणणणणााााभ६गागधंभाभ ामाणााणाणणाण#% नशा ारभमाााणाशा्रएणाणाण ाेौाा्नाणााआं थआआं॑ॉणाणानांणा आआााांभाांभआआ»कआ: 





नाक, 


न्‍अनननकिनीनीाी॑निननयनिननीन मन बन नम वनान न नननण ीण चननन न तिल शनि नानक नम ननिन ना न न न ५" ककमनननी न मनन नी न चलन न++ मनन “न आ-पनीनन- यमन - नमन न पननन ीताननणी दिनिभभयणणयणाीलिकनिनिययन नननननस?तनन धनी हनी नन- न नतनन नी नव नी न न नानमननत तन टलिनिय वन न न ५ पक क +म--काननी नयी तक “नाना विय! च ७ ७बनन- कस -नननरीिप न ननान-न- नमन ५ "नजननन-न-+ जन. 








2. टेरीकोट के 3 मीटर कपड़े का मूल्य 78:00 ० है। एक ऐसी सारणी बनाइए जिसमें 
से 4 मीटर, 7 भीटर, 5 मीटर और 20 मीटर कपड़े के मूल्य पढ़े जा सकें। मान लीजिए कि मूल्य, 
लम्बाई के अनुक्रमानपाती हैं । 

3. यदि 4 व्यक्तियों के एक परिवार में एक मास में 52 किलोग्राम अनाज की खपत 
(८०४४॥४०१४४०४) होती है, तो 3, 5, 6 और 0 सदस्यों के परिवार में ऋरमश:ः अनाज की कितनी 
मात्रा की आवश्यकता होगी ? मान लीजिए कि अनाज की खपत परिवार के साइज (572४) के अनु- 
क्रमानुपाती है। 

4, #, 2 के अनुक्रमानुपाती है तथा! जब 94 हो तो ४--2 हो जाता हैं। जब #४६-३ 
हो तो & का मान ज्ञात कीजिए । 

5, एक पर्येटकों (॥7४४४) की कार 3 घंटे में 435 किलोमीटर की समान चाल से हैदराबाद, 
से बम्बई (600 किमी की दूरी) की ओर जा 53 है। कुल चली गई दूरी और लिए गए समय का 
अनुपात ज्ञात कीजिए। कार को 360 किलोमीटर की दूरी तय करने में कितना समय लगेगा! 
कार 2 घंटे में कितनी दूरी तय करेगी ? 

6. पुस्तकों को एक पंक्ति में व्यवस्थित करने का ज्ञात हुआ कि 50 पुस्तकें एक 2 मीटर लम्बी 
दैल्फ (5/४(7) में आ पाती है। ऐसी 450 पुस्तकों रखने के लिए कितनी लम्बाई की आवश्यकता 
होगी ? 

7. किंग हैनरी अष्टम (8#) के 6 पत्नियाँ थीं। हैनरी चतुर्थ (4/8) के कितनी पत्नियां 
भी? (पता लगाइए ! ) 
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9.4 व्यूत्कमानुपात 

पुनः आपने ऐसे कथन सुने होंगे जैसे कि जितनी चाल तेज होगी एक दी हुई दूरी तय करने में 
उतना ही कम समय लगेगा, जितता मूल्य ज्यादा होगा, उतनी ही माँग कम होगी, इत्यादि । इन 
सब कथनों को भी प्रत्येक स्थिति में निश्चित रूप से ठीक नहीं कहा जा सकता । परन्तु प्रत्येक कथन 
में दो राशियां संबद्ध हें जेसे कि चाल, समय; मूल्य, माँग; इत्यादि। ये राशियां इस प्रकार आचरण 
करती हैं कि यदि एक बढ़ती है तो दूसरी घटती है या यदि एक घटती है तो दसरी बढती है । 


] ५-० ५॥ १ 


मान लीजिए कि गोपाल के पास कुर्सियां खरीदने के लिए 300.00 रु० है। आइए देखें कि 
इस उदाहरण में दो राशियां कुर्सियों की संख्या और मूल्य किस प्रकार संबंधित हूँ । हम मूल्यों और 
कृर्तियों की संख्या को निम्न सारणी बना सकते हैं : 





एक कुर्सी का मूल्य (रुपयों में ) 25 30 50 60 5 आता 00 


कृष्ियों को संख्या 82 0 6 5 । 4 3 





हम देखते हैं कि जेसे जैसे एक हक का मूल्य बढ़ता है, गोपाल द्वारा कुर्ियां खरीद सकते की 
संख्या इस प्रकार घटती जाती है कि दोनों संख्याओं (कुसियों की संख्या और एक कुर्सी का रुपयों में 
मूल्य) का गुणनफल सदेव 300 अर्थात्‌ एक ही रहता है । 
हम कहते हैं कि ये राशियां व्युत्कमानुपात में (क! #7४४० #7070707) हैं. या यह कि 
एक राशि, दूसरी के व्युत्कमानुपाती (०८४४४४ ४४०2४5४!७ ) है। 
यदि दो राशियां ४ और » इस प्रकार संबंधित हों कि उनका गुणनफल सदेव समान रहे तो इनमें 
से प्रत्येक राशि, दूसरी के व्युत्कमानुपाती कही जातो है। हम इसे :»>- लिखते हें जबकि पुनः # 
समानुपातकता स्थिरांक है। एक दिए हुए प्रइन' के लिए हम # का मान प्रश्न में दिए हुए 
ब्यौरे से ज्ञात कर सकते हैं जैसा नीचे उदाहरण | में दिखाया गया है: 
उदाहरण : जब 9-2 तो ४55 है तथा &, 9 के व्युत्कमानुपाती है। जब ४5-] हो, तो 9 
का मान ज्ञात कीजिए । 
हल: ४, 2 के व्युत्कमानपाती है, अतः 
४9 सजी 
प्रदत के ब्योरे के अनुसार, जब #5-2, तो ४5-55 इस प्रकार, 
5(2) कचआ 
अर्थात्‌ &#'5--0 
अतः हम उपर्युक्त संबंध को 
४४--0 लिख सकते हैं। | 
अब जब ४&>>१ हो तो यह सरलता से ज्ञात किया जा सकता है कि #5-0 
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।, निम्न सारणियों में # के स्थान पर' उपयुक्त संख्या भरिए जबकि प्रत्येक में », + के 
व्युत्क्मानुपाती है । 








(४) ४ । 36 72 न ्ु 

अन्न“: ४ 

है, 48 न 36 | 
8) | ५ | 80 | 75 | # | 50 | % 
हा [300 | #*% | कि आ अकक, 5 


2. », ) के व्यूत्कमानुपाती हैं तथा जब 79--240 तो ५ .52 है । 
(7) जब ४5-36 हो तो » ज्ञात कीजिए । 
(7) जब 9--48 हो तो & ज्ञात कीजिए । 

3, यदि 40 किलोमीटर प्रति घंटा की चाल से एक नियत दूरी को तय करने में 7 धंटे लगते 
हैं तो उस दूरी को 5 घंटे में तथ करते के लिए हमें किस चाल से चलना चाहिए ? 

4. एक विद्यार्थी अपने जेब खर्चे में से 2 हास्य पुस्तिकाएं, जिनमें से प्रत्येक का मूल्य 2,00 ₹० 
है, खरीदने के लिए पर्याप्त धन राशि बचा लेता है। अब वह इनके स्थान पर कुछ उपन्यास खरीदने 
के। निश्चय करता है। यदि प्रत्येक उपन्यास का मूल्य 3.00 र० हो तो वह कितने उपन्यास खरीद 
सकता है ? 

5. एक ठेकेदार बह अनुमान लगाता है कि वह किसी काम को 7 आदमियों की सहायता से 6 
दिन में पूरा कर सकता है। बाद में उसे ज्ञात होता है कि उसे इस काम के लिए 3 आदमी ही मिल सकते 
हैं। अब उसे इस काम को पूरा करने के लिए कितने दिन लगेंगे? 

6. 5 आदमी एक मेड़ अर्थात्‌. चहारदीवारी 4 दिन में बना सकते हैं। यदि इस काम के 
लिए 7 आदमी नियुक्त किए गए हों तो ज्ञात कीजिए कि चहारदीवारी कितने दिन में बन जाएगी? 

7, 6 नल एक टंकी को 2 घंटे में खाली कर सकते हैं। यह ज्ञात होता है कि इनमें से 4 नज् 
खराब पड़े हैं। शेष बचे हुए 2 नलों को टंकी खाली करने में कितना समय लगेगा ? 

8. भौतिकी में हम पढ़ेंगे कि खींची गई डोरी की कम्पन आवृत्ति ( ८68/६7०४ /०0४११2) 
उसकी लम्बाई के व्यूत्क्रमानुपाती है। 00 सेमी लम्बी एक डोरी को खींचने से उसमें 240 कम्पन 
प्रति सेकन्ड की आवृत्ति होती है। यह मानते हुए कि प्रत्येक दशा में डोरी को खींचने के लिए एक 
सा बल लगाया जाता है, ज्ञात कीजिए कि 

( ) 'इसी' प्रकार की 80 सेमी लम्बी डोरी की कितनी आवृत्ति होगी ? 


(7) 400 कम्पन प्रति सेकन्ड की आवृत्ति के लिए इस प्रकार की कितनी लम्बी डोरी की 
आवश्यकता होगी ? 
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9.5 प्रतिशतता 
मनी ने अपनी अर्धवार्षिक परीक्षा में विभिन्न विषयों में निम्न अंक प्राप्त किए : 


भौतिक | सामाजिक 








धिज्ञान | विज्ञान 
अधिकतम अंक 50 00 50 90 80 
प्राप्तांक 35 82 90 72 76 


लत 5 


क्या हम देखकर यह बता सकते हैं कि मनी ने किस विषय में सबसे अच्छे अंक प्राप्त किए तथा किस 
विषय में सबसे खराब अंक प्राप्त किए ? नहीं! 
आइए प्रत्येक विषय में प्राप्तांक का अधिकतम अंक से अनुपात लिखें। अब हमें 7: 0, 4 : 50, 
3: 5, 4: 5 तथा 9 ; 20 प्राप्त होता है। क्या अब देखकर मनी के विभिन्न विषयों के पारस्परिक 
कार्यों के बारे में कुछ कहता संभव है । पुनः , नहीं ! 
आइए अब प्रत्येक अनुपात. को थोड़ा दूसरे रूप में लिखें। हम 7: 0 को 70:00, 4]: 50 
को 82:00, 3: 5 को 60: 00, 4: 5 को 80: 00, 79: 20 को 95: 00 लिखते हैं। 
यह देखकर ही सरलता से बताया जा सकता है कि मनी ते सामाजिक विज्ञान में सबसे अच्छा काम 
किया, गणित में सबसे खराब काम किया; तथा यह कि उसका दूसरा अच्छा कार्य पंजाबी में था । 
अत: हम देखते हें कि यदि कई अनुपातों का दूसरा पद 00 हो तो इनकी बड़ी सरलता से तुलना 
की जा सकती है। वह अनुपात जिसका वूसरा पद 00 हो, प्रतिशतता कहलाता है। हम, उदाहरणार्थ, 
70: 00 को 70 प्रतिशत* (४७7 ८७४८) या 70% लिखते हैं। 
इस प्रकार 5%5]5: 00 या 3: 20। 
उदाहरण : निम्न प्रतिशतों को सरलतम रूप के अनपातों में व्यक्त कीजिए : 
(7) 48%, ' (7) 05% 
एल: () 48% "548: 00 भर्थात्‌ 72: 25 
(॥) 405%5505: 00 अर्थात्‌ 2 : 20 
उदाहरण 2: निम्न का मान ज्ञात कीजिए : 
(४) 50 रु० का 2% (४7) 0 मीटर का 30% 
हल: (7) 50 रु० का 2% -- (2: 700) ८ 50 रु० 
८ ([(2-:00) »( 50 रू०७-८6 रु० 
(7४) 0 मी का 30% +- (30--700) *४ 70 मी 
--3 मीटर 


*शब्द 'पर सेंट' लेकिन भाषा के शब्द पर सेंदर्मा (##८४॥४/४) का संक्षिप्त रूप है जिसका अर्थ है प्रति 
सेकड़ा। प्रतिशत व्यक्त करने के लिये संकेत ' % ' का प्रयोग किया जाता है। 





धृ 
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). निम्न प्रतिशतों को सरलतम रूप के अनपातों में व्यकतत कीजिए : 
(४) 20% (४) 3०% (४) 24% 
(7५) 95% (५) 450% 
2. निम्न का मान ज्ञात कोजिए : 
(4) 700 रु० का 20%, 
(7) 800 का 75% 
(7) 200 गैलन का 35% 
(49) 20 मीठर का 320% 
(५) 70 का 30% 

3. अपने माल को निकालते के लिये एक दुकानदार 5% की छूट को घोषणा करता है। 
40.00 रु० के माल पर कुल छट ज्ञात कीजिए । 

4. एक बीमा ऐजेन्ट जितना प्रारम्भिक प्रीमियम इकट्ठा करता है उस पर उसे 8%का कमीशन 
मिलता है। यदि उसने एक छः मास के काल में 4800 रु० इकट्ठा किए तो उसका कमीशन ज्ञात 
कीजिए । 

5. एक स्कूल में सन्‌ 975 की अपेक्षा 976 में विद्याथियों की संख्या 2%, बढ़ गई। 
97 5 में स्कूल में कुल 400 विद्यार्थी थे। बताइए कि 976 में कितने विद्यार्थी हैं ! 

*6, एक आदमी 25000 रु० छोड़कर मरता है। इसका 30% दान में तथा शेष उसके दो 
बच्चों में समान रूप से बांट दिया जाता है।दान में तथा उसके प्रत्येक बच्चे को दी जाने बाली धन राधियां 
ज्ञात कीजिए । 
7. सन्‌ 97] की जनगणतानुसार, भारत के 2640 शहरों में से 5% की जनसंल्या कम हे 
कम ! लाख भी। ऐसे हहरों की संख्या ज्ञात कीजिए | धर 
8. किसी नर्ष विशेष में वैज्ञानिक अनुसंधान (&&2॥7272 7८४८८०८४) के 300 करोड़ रुषओों हे 
कूल बजट में से (लगभग) 36 करोड़ रुपये परमाणु ऊर्जा विभाग (6; उदिान& 7060व/#%४] 


दिए गए। दी गई इस धन राशि को वैशानिक अनुसंधान के कूल बजट के प्रतिशत के रूप में व्यक्त 
कीजिए । 


9,6 लाभ और हानि 


दुकानदार या तो सीधा निर्माता (#ऋकऋशष्श4४४/४) से या फिर किसी ठोक विक्रेता (६/०४- 
5४४०) की माफेत माल खरीदता है। वह इस माल का कुछ मूल्य देता है। इस मूल्य को उसका 
ऋय मूल्य (८०४ /#77००) कहते हें। फिर वह इस माल की ग्राहक को बेचता है। वहू जिस मूल 
पर माल बेचता है वह उसका विक्रय मूल्य (४४/982 /770४) कहलाता है । 
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यदि विक्रय मूल्य, क्रय मूल्य से अधिक हो तो दुकानदार को लाभ (//९/४) होता है, परन्तु यदि 
विक्रम मुल्य, क्रम मूल्य से कम हो तो दुकानदार को हानि (/०:) होती है। 
दूसरे शब्दों में, | 
लाभ - विक्रय मूल्य -- क्रय मूल्य 
हानि क्रय मूल्य --विक्रय मूल्य 
लाभ या हानि प्रायः क्रय मूल्य के प्रतिशत रूप में व्यक्त की जाती है। उदाहरणार्थ, यदि कोई 
दुकानदार 0.00 रु० में छक पुस्तक खरीदकर उसे 2.00 रु० में बेच तो बह 0.00 रू० लगाकर 
2,00 ₹० का लाभ प्राप्त कर लेगा । अत: क्रय मूल्य के प्रतिशल के रूप में यह लाभ ( 2-- 0) :८ 00% 
अर्थात्‌ 20% है। आइए कुछ और उदाहरण लें । 
उदाहरण : एक दुकानदार ने एक रेडियो सेट, जिसका क्रय मूल्य 500.00 रु० था, 550.00 
₹० में बेचा । क्रय मूल्य के प्रतिशत के रूप में उसका लाभ ज्ञात कीजिए । 
हल : लाभ विक्रय मूएय --क्रय मूल्य - 50,00 २० 
अतः उसने 500.00 रु० के क्रय मूल्य पर 50 रु० का लाभ प्राप्त किया । 
क्रय मूल्य के प्रतिशत के रूप में व्यक्त करने पर, यह लाभ (50--500) ४ 00% अर्थात्‌ 
0% है। 
दूसरे शब्दों में, दुकानदार ते 0% का लाभ प्राप्त किया । 
उदाहरण 2: एक पुस्तक बिक्रेता ने एक पुस्तक की 400 प्रतियां 20% के लाभ पर बेचीं । 
यदि उसे एक पुस्तक की लागत 0.00 रु० आई हो, तो 400 प्रतियों का विक्रय मूल्य ज्ञात कीजिए । 
हल: लाभ +-0.00 सु० का 20% 
न्‍त( 20--400) «८ 0,00 ₹० 
2,00 रु० 
इस प्रकार, विक्रय मूल्य -5 0.00 ० -- 2.00 र० 5: 2.00 रु० 
अतः 400 प्रतियों का विक्रय मूल्य +- ( 72,00 रु० ) ८ 400 
-«4800.00 रु० 
दूसरे शब्दों में, पुस्तक विक्रेता ने 400 प्रतियां 4800. 00 ० में बेची । 
उदाहरण 3: एक मेज़ 20% के लाभ पर 480.00 २० में बेची गई । 
मेज़ का क्रय मूल्य ज्ञात कोजिए । 
हल : माना रुपयों में मेज़ का क्रय मूल्य » है । 
ह तब 480--४-+-»5 का 20% 
या, 480:5४- ( 20-:700) 2८ «४ 
अर्थात्‌ू, 480-:%-+- ( 7-- 5) « 
दोनों पक्षों को 5 से गुणा करने पर, 
48092 5:-5४-- 5 (--5) ४ 
ष या, 2400-८5 8४-ै-»४ | 6» 
इस प्रकार, ४5400 
दूसरे छाब्दों में, मेज़ का क्रय मूल्य 400.00 रु० था । 
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प्रशावली 9.6 


3. एक फल विक्रेता ने एक फलों की टोकरी, जिसकी लागत्त 200.00 र० थीं, 5% के लाभ 
पर बेची । उसका विक्रय मूल्य ज्ञात कीजिए | 

2. एक पुस्तक की 00 प्रतियाँ, जिनमें से प्रत्येक का मूल्य 8.00 रु० है, 864.00 २ में बेची 
जाती हैं। उत्त पर लाभ या हानि ज्ञात कीजिए और उसे कय मूल्य के प्रतिशत के रूप में व्यक्त कीजिए । 

3. एक व्यापारी ने एक पुशानी टाइप की मशीन 7000.00 रु० में खरीदी । उसने, उसकी 
मरम्मत पर 200,00 रु० व्यय किए और फिर उसे 0% के लाभ पर बेंच दिया। टाइप की मशीन 
का विक्रय मूल्य ज्ञात कीजिए । 
[संकेत : मरम्मत भी लागत का ही भाग है ।] 

4. एक कपड़ा विक्रेता ने 20 साड़ियाँ व20.00 ० में बेची और इस प्रकार 2% का लाभ 
प्राप्त किया । प्रत्येक साड़ी का क्रय मूल्य ज्ञात कीजिए । 

5. एक दुकानदार ने कुछ माल 6% के लाभ पर 4240.00 रु० में बेचा । उसका कुल लाभ 
ज्ञात कीजिए । 

6. कोई फर्नीचर 320.00 र० में बेचा गया । दुकानदार ने बताया कि उसने इस पर 0% 
का लाभ प्राप्त किया है। फर्नीचर का क्रय मूल्य कितना है ! 

* 7, एक स्वर्णकार ने थोक विक्रेता से 00 ग्राम सोना 5400.00 रु० में खरीदा जिससे थोक 
विक्रेता को 85% का लाभ हुआ। फिर स्वर्णकार ने यह सोना 0% के लाभ पर बेच दिया। ज्ञात 
कीजिए : 

(4) प्रति 0 ग्राम, स्वर्णकार का विक्रय मूल्य । 
(४) स्वर्णकार और थोक विक्रेता के ऋमशः प्रति 0 श्राम विक्रय मूल्य और ,क्रय मूल्य का 
अंतर | 
8. एक व्यक्ति ने एक भूमिखंड 5% के लाभ पर बेचा । यदि कूल लाभ 4500.00 २० हो, 
तो भूमिखंड का विक्रय मूल्य ज्ञात कीजिए । 


9.7 साधारण ब्याज 


जब हम, मान लीजिए, किसी वेक से रुपया उधार लेते हैं तो हम निर्दिष्ट अवधि के बाद न केवल 
उधार लिया हुआ रुपया ही वापिस करते हैँ वल्कि बैंक के रूपयों का प्रयोग करनें के बदले में कुछ 
अतिरिक्त धन राशि भी देते हें। जो रुपया हम उधार लेते हैं वह सुलधन (/77॥८7/८/) कहलाता है। 
जो अतिरिकत धन राशि दी जाती है बह ब्याज (7777४) कहलाती है और यह एक चार्षिक दर प्रतिशत 
(766 #8 ८४॥ 8४" 6॥7४॥) जैसे कि 5% वाधिक, के आधार पर दी जाती है। इसका अर्थ है कि एक 
वर्ष के लिए उधार लिए गए मूलधन 00 र० पर ब्याज मूलधन का 59% अर्थात्‌ 5.00 ₹० होगा। 
निर्दिष्ट अवधि के बाद हम जो कुल रुपया वापिस करते हैं वह सिश्रथधन (८॥४४८४४) कहलाता है। 
हम देखते हें कि उपर्युक्त उदाहरण में मिश्रथन' 05.00 २० है। स्पष्ट है कि ह 


दि 
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सिश्रधन -> मुलधन -+-ब्याज 

अर्थात्‌ ४-5#+र्र 

अब, हम 4 किस प्रकार ज्ञात करते हैं ? 

आइए (ब्याज की ) दर को # से तथा वर्षों में समय (रुपया उधार लेनी की अवधि) को ४ से 
व्यक्त करे । तब, 7 वर्ष के लिए /- .//, अतः / वर्षो के लिए ॥, /#77 होगा । इस प्रकार, हमें / ज्ञात 
करने के लिए एक सूत्र (/0०४४४/०) <--/#॥४ प्राप्त हो जाता है। 

अब हम उपर्यक्त सूत्रों का कुछ उदाहरणों में प्रयोग करेंगे | 

उदाहरण : 000.00 ए० का 5% को दर से 3 वर्ष का ब्याज ज्ञात कीजिए 

हल : यहाँ, /-5000,00 ₹०, #-+5% * (5-- ]00) #ह< 3, +- 

इस प्रकार, /> (000) ४ (5-:700) » 3 अर्थात्‌ 750,00 ₹ु० 

उदाहरण 2: 3000.00 रु० के मूलधन पर एक वर्ष का 240,00 रु० ब्याज दिया गया। ब्याज 
की दर ज्ञात कीजिए 

हल : यहाँ /-- 3000 8०, 25240 रू०, #>- , #+? 

माना ब्याज की दर », »%, वापिक है। 

तब, 280 -3000% (४-- 00) 

अर्थात्‌ » - 8 (वयों,? ) 

अतः » 58% 

उदाहरण 3: यदि 0%, वाषिक की दर से एक वर्ष का ब्याज 400.00 5० हो, तो मूलधन 
ऩात कीजिए: । 

हल : यहाँ, /-- /? / 400.,00 रु०, # -5-0% 5- ( 0-- 700 ) ] 

इस प्रकार, 400. -/( 70-700 ) 

अतः #-- 4000.00 ० 


प्रदनावली 9.7 


3. 500.00 र० का एक ऋण (४०८४) एक वर्ष बाद वापिस कर दिया जाता है। यदि 
व्याज की दर 5%, वाधिक हो तो मिश्रधन ज्ञात कीजिए 

2, 6%,वाधिक ब्याज की दर से लगाई हुईं 200.00 रु० की धन राशि का वार्षिक ब्याज 
ज्ञात कीजिए । 5 वर्ष का कितना ब्याज होगा ? 

3. किसी व्यक्ति ने एक स्कूल को 500.00 ० दान में दिए जिसके ब्याज से प्रतिवर्ष समान 
मूल्य के चार पुरस्कार दिये जाते हैं। यदि इस दान पर 2% वार्षिक ब्याज मिलता हो तो प्रत्येक पुरस्कार 
का मूल्य ज्ञात कीजिए । 
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4. 2000.00 ₹० का एक ऋण 0%वार्षिक की दर से लिया जाता है। 3 वर्ष बाद कितने 
रुपये वापिस करने पड़ेंगे ? 
[संकेत : पहले वाधिक ब्याज ज्ञात कीजिए ।] 

5. एक कंपनी अपने यहाँ जमा धन राशि पर, जबकि यह जमा न्यूनतम 5 वर्ष के लिए हो, 44९ 
ब्याज देती है। 2500.00 ₹० की जमा धन राशि पर वाधिक ब्याज ज्ञात कीजिए । यदि कोई व्यक्ि 
2500.00 ₹०, 7 वर्ष के लिए जमा कराए तो उसे कितना मिश्रधत मिलेगा ? 

6, 3500.00 र० के ऋण पर ब्याज दर ज्ञात कीजिए जबकि एक वर्ष बाद मिश्रधन 3850. 0॥ 


रु० हो जाता है। 


एकक-- 


तल में आपतन गुण 


0,4 भूमिका: 


बिंदु (#०0/), रेखाएँ (6) और तल (#/८॥७) ज्यामिति के आधारभूत अवयब 
हैं। आप पिछली कक्षाओं में इनके विषय में पढ़ चुके हैं। इस एकक में हम इस प्रकार के प्रश्नों पर 
विचार करेंगे जैसे कि : एक दिए हुए बिदु से होकर कितनी रेखाएं खींची जा सकती हैं ? दो दिए हुए 
बिंदुओं से होकर' कितनी रेखाएँ खींची जा सकती हैं ? <दों दी हुई रेखाओं में कितने बिंदु उभयनिष्ठ 
(४०॥४॥०४) हैं? इन प्रइनों के उत्तर देने में हमें बिदुओं और रेखाओं में जो सम्बन्ध प्राप्त होते हैं , 
वे तल में आपतन गुण (/॥6/६0॥68 70272 78 //6 //०॥४४ ), कहलाते हैँ । 


आइए पहले तल, रेखाओं और बिंदुओं की कुछ महत्वपूर्ण विशेषताओं का पुनरावलोकन करें । 


0,2 तल, रेखाएं और बिदु 


0.2.4 तल की मुख्य । यह है कि यह एक सपाठ (/५४) सतह है जो सभी दिद्याओं में 
असीसित रूप से विस्तृत है। किशी भज की ऊपरी सतह, कागज का सपाट पन्ना इत्यादि तलों के कुछ 
उदाहरण हैं। कमरे का फर्श, निश्चल अवस्था में तालाब में पानी की ऊपरी सतह आदि तलों के अन्य 
उदाहरण हैं। इनमें से प्रत्येक में यह कल्पना की जाती है कि सतह असीमित रूप से विस्तृत है । 
साथ ही, तल को लम्बाई और चौड़ाई ती होती है परन्तु कोई मोटाई नहीं होती । क्योंकि कोई भी तल 
अस्रीमित रूप से विस्तृत होता है, अत: किसी आकृति में पूर्ण तल को दिखाना संभव नहीं है। और इसी 
कारण हम किसी तल को उसका एक सीमित भाग जसे आयत या समांतर चतुर्भूज, आदि खींचकर दद्षति 
हैं। तल को उस पर स्थित तीन या अधिक बिदुओं द्वारा नामांकित किया जाता है जेसे कि 4,806 अथवा 
429(070। 


0. 2.2 रेखा में मुख्य कल्पना है उसका सीधापन (57472/8॥85) तथा यहू कि उसका लस्बाई के 
अनुदिश दोनों दिशाओं में असीमित रूप से विस्तार है । 


रेखा की केवल लम्बाई होती है परन्तु उसकी न तो कोई चौड़ाई होती है और न ही मोटाई । दो 
व्यक्तियों द्वारा सियों से पकड़कर, कसकर' खींची गई कोई पतली डोरी (देखिए आक्रृति 0.) रेखा 
के एक (सीमित) भाग का उदाहरण है। 
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आकृत्ति 0,: रेखा के उदाहरण के रूप में तती हुई डोरी 


आइए, एक कागज़ का पन्ना लें और उसे मोड़कर 
दोनों भागों को परस्पर दबाएं। कागज़ पर मोड़ का 
निशान (४४८४८) पड़ जाता है। यदि अब हम कागज 
को खोल दें तो .हमें यह मोड़ का निशान दिखाई देता 
है ।(देखिए आक्ृति 0.2) यह रेखा के भाग का 
एक अन्य उदाहरण है । 





आकृत्ति 0,2 रेखा का उदाहरण 


॥ 


_ चूंकि रेखा की लम्बाई असीमित है, हम इसे किसी आकृति में पूर्णतया नहीं दिखा सकते । इसलिए 
हम रेखा को इसका एक सीमित भाग खींचकर दर्शाते हैं। जेसा कि आकृति 0.3 में दिखाया गया है। 


/ | 
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रेखा को उस पर कोई भी दो बिंदु लेकर या एक छोटे अक्षर द्वारा नामांकित किया जाता है जैसे कि 
«32, / या #7 


0.2.3 बिदु में मुख्य कल्पना यह है कि न तो इसकी कोई लम्बाई होती है, न कोई चौड़ाई और न ही 
कोई मोटाई । बिंदु को एक बड़े अक्षर जैसे कि 4 या 2 या 2 इत्यादि द्वारा नामांकित किया जाता है किसी 
नुकीली पेंसिल से कागज पर बनाया गया चिन्ह, किसी पित्त से कागज़ में किया गया छेद, आदि बिदुों 
के उदाहरण हैं। 


तल में आपत्तन गुण )02 


यदि हम किसी कागज के पन्ने को मोड़कर ० 
दोनों भागों को परस्पर दबा दें तो एक मोड़ का 
तिशान बन जाता है। मान लीजिए यह 45 है। ४ 


अब यदि हम पहले भोड़ के निशान की (8 
विपरीत अवस्था में एक दूसरा मोड़ का निशान 0 
बनाएँ तो दोनों मोड के निशान एक दूसरे को £ 
भाना 2 पर काठतें हैं (देखिए आक्ृति 0.4) । 
#, बिंदु का एक अन्य उदाहरण है। 





आकृति 0.4 बिंदु का चित्र 


0,3 पहला आपतन गुण 
आइए, एक दीवार के तल में दो नुकली कीलें ठोकें अथवा एक ड्राइंग बोर्ड पर दो ड्राइंग 


3 
दि. 


पिन लगाएँ । माना इन कीलों (पिनों) के पाद . और पर है। हम यह मान लेते हैं कि 4 और 2 दीवार 
अथवा ड्राईंगबोर्ड के तल में दो बिंदु निरूपित करते हैँ । आइए, अब, एक पतली डोरी लें और उसके एक 
सिरे को 4 पर स्थित कील (अथवा पिन) से बाँध दें । अब हम डोरी को तल के जितने समीप संभव हो 
सके रखते हें और किसी एक दिशा में खींचते हें। माना यह दिशा ८ है। [देखिए आक्षृति 0.5 (3) ] 





(३) (४) 


आकृति 20, 5 


हि. 


आइए. कल्पना करें कि डोरी का दोनों दिशाओं में असीमित विस्तार है जैसा कि आकृति 0.5 (४) में 
बिदुकित चिल्हों द्वारा दर्शाया गया है । तब यह एक रेखा निरूपित करती है जिसमें बिंदु 4 अंतनिहित है 
अर्थात, जो बिंवु 4 से होकर जाती है। स्पष्ट है कि डोरी की ऐसी कितनी भी स्थितियां हो सकती हैँ । 
अतः हम बिंदु 4 से होकर कितनी भी रेखाएँ खींच सकते हें । 


04 गणित 


अब हम डोरी को तना हुआ रखते हुए उसे 4 पर स्थित कील के चारों ओर तब तक घुमाते हैं 
जब तक कि वह £ पर स्थित कील को न स्पर्श 


कर' ले देखिए आकृति 0,5 (78)]। डोरी की है 
ऐसी कितनी स्थितियाँ संभव हें?! स्पप्ट है कि है 
केबल एक स्थिति संभव है। आइए डोरी को (2 


2 पर बांधकर इस प्रयोग को दोहराएँ। हम 
डोरी को तना हुआ रखते हुए 2 के चारों ओर 
तब तक घुमाते हें जब तक कि वह 4 को स्पर्श 
न॑ कर लें। हमें पुनः डोरी की एक ही ऐसी 
स्थिति प्राप्त होती है। वास्तव में, ५ और /! 
के बीच' में डोरी का तना हुआ भाग दोनों दरशाओं 
में एक ही स्थिति धारण करता है। यह दीनों _ 
बिंदुओं 4 औौर 28 से होकर जाने वाली एक रेखा ४ 
निरूपित करता है। अतः हम अपने प्रयोग से. , *ै 8 
देखते हैं कि दो बिंदुओं से होकर एक और केवल“ 
एक ही रेखा खींची जा सकती है। आकृति 0.5 (॥) 
पुनः आइए एक कागज के पन्ने पर उसके तल में 
दो बिंदु निरूपित करने के लिए दो चिन्ह और 2 
अंकित करें। आइए अब कागज को इस प्रकार मोड़ें 
कि मोड़ का निद्ञान ४ से होकर जाए। ऐसे हम कितने 
मोड़ के निशान बना सकते हूँ ? स्पष्ट है हम जितनें 
चाहें उत्तने मोड़ के निशान बना सकते हैं । इसी प्रकार, 
हम 2 से होकर भी जितने चाहें उतने मोड़ के निशान 
बना सकते हैं| इनमें से कितने मोड़ के निशान 4 और 
£ दोनों से होकर जाते हैं ? स्पप्ट है, एक और केवल 
एक (देखिए आकृति 0.6) । चंकि हमने कागज में ८ 
जितने भी मोड़ के निशान बनाएँ हैं वे सभी 4 या 2 आकंति 30.8 
से होकर जानेंवाली रेखाएँ निरूपित करते है, अत्त: हम 
पुनः देखते हैँ कि दो बिंदुओं 4 और #£ से होकर एक और केवल एक ही रेखा खींची जा सकती है । 
उपर्युक्त दोनों ही प्रयोगों में हम देखते हैँ कि दो बिंदुओं से होकर जाने वाली रेखा उस तल में 
पूर्णतया स्थित है जिसमें कि दोनों बिंदु स्थित है। 
संक्षेप में, हमने देखा कि किसी तल में स्थित दो भिन्न बिंदुओं से होकर टीक (£४८८४/४) एक रेता 
खोंची जा सकती है। यह रेखा पूर्णतया तल में स्थित होती है। हम इसे आपतन का पहला गण 
(#057 उादंबंश॥४ 2०7४१) कहते हूँ। | रा 
इसी गुण के कारण हम किसी रेखा को, जैसा कि हम अनुच्छेद 0.2.2 में पहले ही बता चुके हैं 
उस पर स्थित कोई भी दो बिंदु (उदाहरणा्थ, 4 और 8) लेकर नामांकित कर सकते हैं । 





तेल में आपतन गुण॑ !05 


॥ 


व्यावहारिक रूप में हम हा बिंदुओं 4 और # से होकर रेखा निम्त प्रकार खींच सकते हैं; हम 
कागज़ पर दो बिंदु 4 और 2 अंकित कर लेते हैं और फिर कागज़ पर एक सीधे किनारे वाला रूलर 
(3॥746// ८८६४६ ?४/४7 ) हा इसे प्रकार रखते हूँ कि दोनों चिन्ह उसके किनारे के अनुदिश स्थित हों। 
इसके बाद एक नुकोली पेंसिल को रूलर के किनारे के सहारे सहारे चलाकर हम कागज़ पर रेखा 
खींच लेते हैं। हम इस रेखा को 48 से नामांकित कर सकते हैं । 
0,4 बूसरा आपतन गुण 
आइए, पुनः एक कागज का पन्ना लें और इसमें एक बार मोड़ का निद्ञान बनाने के बाद कागज 
को खोलकर दूसरा मोड़ का निशान बनाएं और कागज़ को खोल लें। ये मोड़ के मिशान कागज़ 
के तल में दो रेखाएं निरूपित करते हैं। मान लीजिए ये / और # हैं। आइए हम यह भी कल्पना 
करें कि इन मोड़ के निझ्ानों का उतकी लम्बाइयों के अनुदिश्ष दोनों दिशाओं में असीमित विस्तार हो 
सकता है। तब दो स्थितियां हो सकती हैं। या तो मोड के निशान 
(४) परस्पर काटते हैं दिखिए आकृति 0.7 ()] या 
(7) कभी नहीं काठते [देखिए आकृति 0.7 (४)] 


नर न्‍ । क्‍ 
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() () 
आकृति 0.7 

(7) में मान लीजिए कि भोड़ के निशान अर्थात्‌ रेखाएं / और ऋ बिंदु 2 पर काठते हैं। 
तब ?, / और # दोनों में उभयनिष्ठ है । हम कहते हैं कि / और ४ एक बिदु पर प्रतिच्छेद (7//205४८/) 
करती हें। बिंदु 2 दोनों रेखाओं का भ्तिच्छेव बितु (#०४४ था 7॥४2/5०८४०॥) कहलाता है । 

(॥) में हम कहते हूँ कि रेखाएँ समांतर लअ हैँ। इस प्रकार, हम देखतें हें कि किसी 
तल में दो रेखाएँ या तो ठीक एक बिंदु पर भ्रतिच्छेद करतो है या वे सम्ांतर होतो है। हम इसे 
आपतत्र का दूसरा गुण (622024 270742॥८० /7०१४१७) कहते हे | 
0,5 संरेखी बिंदु 

हम यह देख चुके हैँ कि यदि 4 किसी तल में स्थित कोई विद हो तो तल में .4 से होकर जितनी 
चाहें उतनी रेखाएँ खींची जा सकती हैं। साथ ही, यदि 4 और. तल में स्थित कोई दो बिंदु हों तो 
(आपतन के पहले गुण ती 4 और # से होकर ठीक एक रेखा खींची जा सकती है और यह रेखा 
पूर्णतया तल में स्थित होती है। 


06 गणित 


.._. अब यदि हमें तल में तीन बिंदु 4, 2 और ८ दिए हों तो क्या होगा ? ' व्यापक रूप में अब तीन 
रेखाएँ होंगी । पहली, बिंदु युग्म 2, ८ से होकर, दूसरी, बिदु युग्म 0, 4 से होकर और तीसरी, बिदु यम्म 
४, 2 से होकर [देखिए आकृति 0.8(7)]। परन्तु यह भी हो सकता है कि बिंदु 4, रेखा 2८ पर 


जिनकी: कल आओ आना 9-2४ 0७७७४७४७४७८७४७॥७॥७७७एए9 


# ( 
(|) 





आकृति 40.8 


स्थित हो जिससे कि तीनों रेखाओं की केबल एक ही रेखा रह जाए [देखिए आकृति 0,8 (४)]। 
ऐसे तीनों बिंदु संरेखी .(८०//४४८८/) कहलाते हैं। 
यदि एक ही तल में स्थित तीन या अधिक बिदु एक हो रेखा पर स्थित हों तो वे संरेखी कहलाते हैं । 
आकृति 0.9 में बिदु 4, 2, (/! और 20 एक 
ही रेखा पर स्थित हें। अतः ये संरेखी हूँ । ः ८ 8 
आकृति 40.9 





0.6 संगामी रेखाएँ 


आकृति 0.व0 में रेखाएँ / %, ४, /,,..एक ही 
बिंदु 4 से होकर जाती हें। ऐसी रेखाएँ संगरामी ५ 7॥ 
रेखाएँ (८०४८४:7४४४ /#४6४) कहलाती हैँ और हम ओह 
कहते हैं कि वे 4 पर संगामी (८०॥८४/४/८४४ ८४ 4) 
हें। ह 
किसी तल में यदि तीन या अधिक रेखाएं एक ही बिदु से 
होकर जाएं तो वे संगामी कहलाती हैं । 


भ्ाकृति 70,0 


तल में आपतन गुण 07 


प्रशनावली 0. 


. एक दिए हुए बिंदु से होकर आप कितनी रेखाएँ खींच सकते हें ? 
2, दो दिए हुए बिंदुओं से होकर आप कितनी रेखाएँ खींच सकते हैं! 


3. आप तीन दिए हुए बिद्दुओं में से दो दो बिंदु एक साथ लेकर कितनी रेखाएँ खींच सकते हो 
जब कि तीनों बिंदु () संगामी हूं, (॥) असंगामी (#॥08-८०/४४6८/) हैं । 


4, किसी तल में 4, 2, € और .? कोई चार बिंदु हें। उनको 
दो दो के युग्मों में जोड़िए जेसा कि आकृति 0.!7 में दिखाया गया है! 
ऐसी कितनी रेखाएँ हें? उनके नाम लिखिए। 





आकृति 0.7 


कर 5. आकृति [0. [ में रेखाएँ 2, 40 तथा 4/0 बिंदु 4 से होकर जाती हैं अर्थात्‌ 4 पर 
संगामी हैँ । उन रेखाओं के ताम बताइए जो (3) #, (7) ८, ($8) ४ पर संगामी हैं । 


6, तीन रेखाओं के प्रतिच्छेद बिदुओं की अधिकतम संख्या क्‍या है ! 


' 7, किसी तल में /9॥ 77 और /£ कोई चार रेखाएँ हेँ। उनके 
प्रतिच्छेद बिदू अंकित कीजिए जैसा कि आकृति 0.2 में दिखाया गया 
है। ऐसे कितने बिंदु हैं? चार संख्याओं के प्रतिच्छेद बिदुओं की अधिकतम 
संख्या क्‍या है ? 





भाकृति 0.82 


8, आकृति 0,2 में बिंदू 4, 2 तथा 0 संरेखी है। अन्य संरेखी बिंदुओं के संग्रहों के नाम 
बताइए । 


; री झ 
9. किसी तल में पाँच बिंदु 4, 2, ८, 2 तथा * / नं 

& लीजिए जैसा कि आकृति 0,3 में दिखाया गया 

है। इनको दो दो के युग्मों में जोडकर सभी रेखाएँ 

खींचिए। इन रेखाओं के नाम लिखिए और उनकी 

संख्या ज्ञात कीजिए । * 8 * [2 


आकृति 0.3 


408 गणित 


0. यदि प्रदन 4 में चार बिंदुओं में से तीन बिंदु संरेखी हों तो उनको 
दो दो के युस्मों में जोड़ने से प्राप्त रेखाओं की संख्या चार रह जाएगी । 
(देखिए आकृति 30.4) यदि सभी चारों बिंदु संरेखी हों तो ऐसी 
रेखाओं की संख्या क्‍या होगी ? 


0.7 इतिहास सम्बन्धी एक टिप्पणी आकृति 0.4 


0.7 तल में बिंदुओं और रेखाओं के उपर्युक्त आपतन गुणों एवं कुछ ऐसे ही और नियमों को 
लगभग 300 ई० (० में महान यूनानी ज्यामितिविद यूक्लिड (2४८४८) ने प्रतिपादित किया था। 
उन्होंने अपने समय से पूर्व विद्यमान सम्पूर्ण ज्यामितीय जान को संग्रहित किया। उनका यह कार्य दी 
एलीमेंट्स (7४४ 2/८४४४४5) नामक तेरह ग्रन्थों में दिया हुआ है। यूक्लिड ने इन गुणों को स्वयं 
सिद्ध प्रभाण (20४/४/४/४) कहा अर्थात्‌ इन नियमों की उससे प्रत्यक्ष सत्य के रूप में कल्पना की। 
इनका बाद का नाम अभिग्रहीत (८४०४४) है। 





एकक ऊँ पु 
रखाखंडों का मापन 


!.4 रेखासंड 


हम देख चुके हें कि पा की चूँकि बह दोनों दिशाओं में असीमित रूप से विस्तृत होती है, पूर्णतया 
आक्ृति में निरुपित नहीं किया जा सकता। अतः हम उसे उसके केवल एक भाग को ही खींचकर 
निरूपित करते हैं। 


मान लीजिए / कोई रेखा है और 4, 2 उस पर [स्थत कोई दो विदु हैं। (देखिए आकृति 7,7) 
तब, 4 से लेकर .) तक रेखा के भाग को रेखा / का 
खंड (5८६॥४४) या केवल रेखाखंड (/7॥8 5६६776// ) || लक पक 
कहते हैं और इसे 47 द्वारा व्यकत किया जाता है। /ि 8 
4 और 2 इसके अंत बिंदु (॥४४ #०॥४-) कहलाते हैं। आकृति .] रेखा घंड 48 





.. मात लीजिए तल में कोई दो बिदु / और 0 हैं। (देखिए आकृति .2) तब 7 भौर 0 से 
होकर केवल एक ही रेखा जा सकती है। (क्यों?) / 
से लेकर 0 तक॑ इस रेखा का भाग 2! और (2 को जोड़ने ह ० 
वाला रेखाखंड या केवल रेखासंड 2( कहलाता है। हक 

हक. ण् का] नर 2 
चूँकि 2? और (से होकर केवल एक ही रेखा जाती है हक 
अतः स्पष्ट है कि ” और (को जोड़ने वाला केवल एक ही रेखाखंड होगा। इस प्रकार, 








प्रद्वि ऐसी रेंदांड के क्षंत बितु विए हुए हों तो वह रेजासंड पूर्णतया ज्ञात हो सकता है। 
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प्रदनावली 43.व 


निम्न आक्ृतियों में सभी रेखाखंडों के नाम लिखिए : 


१ ०/॥ 


(॥॥ 


आकृति 74.3 


प्रत्येक आकृति में कितने रेखाखंड हैं ? 
2, आकृति .4 में आप कितने रेखाखंड ज्ञात कर सकते हैं ? 





रि 8 हे (2 
' आकृति ].4 


, 2 रेखारूंडों की तुलता 


आकृति .8 में हमें दो रेंखाखंड 43 और (70 लक 


दिए हुए हैं। इनमें कौतसा रेखाखंड अधिक लम्बा है? 
आप तुरन्त कह सकते हैं कि 48, (:7) से लम्बा है। 





&, 
भ्राकृति .5 


रेखाखंडों का मापन 777 


आइए अब आकृति 7.6 को देखें । हमारे पास अब भी दो रंखाखंड 48 और (८४ हूँ। परख्तु 
ये कुछ भिन्न प्रकार से स्थित हैं। इनमें से कौनसा रेखाखंड 0 
लम्बा है? आप शायद कहेंगे कि (४2 लम्बा रेखाखंड है चूँकि 
यह लम्बा प्रतीत होता है। परत्तु यह केवल हमारी दृष्टि का 
म्रम ही है--सीधे खड़े रेखाखंड, क्षेतिज रेखाखंडों से लम्बे 
प्रतीत होते हैं। वास्तव में रेखाखंडों 489 और ८४ में से कोई 
भी रेखाखंड एक दूसरे से लम्बा नहीं है। ये एक ही लम्बाई 
के हैँ। फिर भी हमारी दृष्टि हमें धोखा दे सकती है। इसलिए 
हमें रेखाखंडों की तुलना करते के लिए कुछ अच्छी विधियों 
की आवश्यकता है। एक विधि इस प्रकार है: श 8 


आकृत्ति 7.6 


आइए एक अक्स खींचने का कागज 
( 77662702 [१०/९7 ) लें और उसे रेंखाखंड :: ी *; 
(7) के ऊपर रखें। आइए इस कागज पर न्‍ ही 
रूलर और पेंसिल की सहायता से रेखाखंड ४, 
00 का अक्स खींचे। अब हम रेखाखंड / ै। 
27 के इस अवस को रेखाखंड | पर इस ८ 
प्रकार रखते हैं कि (, 4 पर गिरे और £ 
८2, 49 के अनुदिश रहें। 2 को क्‍या 
होता है? या तो 0, 4 और # के बीच 
में गिरेगा देखिए आकेति 4.7 (3)] 
या 2, ठीक >> पर गिरेगा [दिखिए 
आकृति १.7 (॥)] या 2, # के आगे 
“गिरेगा दिखिए आकृति 77.7 (7)]। 
स्पष्ट है कि पहली स्थिति में हम कहेंगे कि 
42, 07 से लम्बा है या'यह कि (४), 4.2 
से छोटा है। तीसरी स्थिति में हम कहते 
हैं कि 48, 07 से छोटा है या यह कि 
(7), 42 से लम्बा है। दूसरी स्थिति में 
हम कहते हैं कि ४8 और (४ की एक 
हो लम्बाई है या यह कि रेखाखंड 48, अआकाआ ह' 
रेखाखंड ८70 के बराबर (सर्वागसम) है । आकृति .7 (3) 





€) 
एप 








आकृठि .7 (४४) 
संकेतन" में हम इन्हें निम्न प्रकार लिखते हैं: 
स्थिति () में 48>(८7) जिसे “48, ८० से अधिक है' पढ़ा जाता है और इसका अर्थ है 
कि 42 की लम्बाई, ८70 की लम्बाई से अधिक है। 
स्थिति (४) में 48--(70 जिसे “48, ८7) के बराबर है” पढ़ा जाता है और इसका अर्थ है कि 
428 की लम्बाई, (४) की लम्बाई के बराबर है। 
स्थिति (77) में 478 < 0८४) जिसे “47, ८०० से कम है” पढ़ा जाता है ओर इसका अर्थ है कि 47 
की लम्बाई, (४) की लम्बाई से कम है। 
रेखाखंडों के तुलना करने की एक अन्य विधि नीचें प्रइनावली १.2 के प्रइन ै में दी गई है। 


*जब हम रेखाखंड और उसकी लम्बाई के लिए दो भिन्न संकेत प्रयोग करना चाहते हैं तो हम रेखाखंड /.8 को 4.5 
तथा उसकी लम्बाई को केवल 47 लिखते है। परन्तु इस पुस्तक में हम रेखासंड 49 मौर साथ ही उसकी लम्बाई के 
लिए ७३3 4.9 का ही प्रयोग करेगे। यह संदर्भ से स्पष्ट हो जाएगा कि हमारा तात्पर्य रेखाखंड से' है या उसकी 
छम्बाई से । 





रेखासंडों का भापन हे 4१3 


प्रई्नावली 4.2 


. 4.) और €// दो रेखाखंड है । एक डिवाइडर (क०0७7) 
लीजिए. (आप परकार का भी प्रयोग कर सकते हैं)। डिवाइडर के 
एक पैर का नुकीला सिरा बिंदु € पर रखिएं। अब डिवाइडर को 
सावधानीपूर्वेक इस प्रकार खोलिए कि उसके दूसरे पैर का सिरा बिंदु 
0 पर रहे। इस प्रकार दोनों पैरों के सिरे क्रमश: (! और 0 पर 
रहेंगे। (देखिए आक्रति ,8) डिवाइडर को उठाइए और उसके 
फैलाव भें बिना वुछ परिवर्तेत किए उसे इस प्रकार रखिए कि एक पैर 
का सिरा ४ पर गिरे तथा दूसरे पैर को सिरा ४ पर या /# को # के . । 
आगे बढ़ाने पर गिरे। आप रेखाखंडों 8 और ८४0 की लम्बाइयों के मिमी क 
बारे में कया कहसकते हूँ जबकि दूसरे पैर का सिरा (4) / और # के ह हा 
बीच में हो ? , (7) ठीक 2 पर हो ? , (४7) & के आगे हो ? है 27778 थ 

आकृति 3.8 
रेखाखंडों की तुलना 





2. एक कागज का पन्‍ना लीजिए और उसे मोड़िए। मात्र ४ 
लोजिए मोड़ का निशान 22, रेखालंड 7? भिरूपित करता है। कम] 
कागज़ को अब इस प्रकार मोड़िए कि 2 ढीक << पर पड़े। इससे /£' । 
बना दूसरा मोड़ का निशान 72७ मान लीजिए पहले मोड़ के निशान को " पु" 

८ पर काटता है। रेखाखंडों 2. और «2 की तुलना कीजिए। ॥ 
क्या ये बराबर हैं ? की 





आकृति .9 


3, आकृति .0 में दो रेखाखंड & और / दिए हैं। क्‍या आप / / 
अनुमान लगा सकते हैं कि कौनसा रेखाखंड लम्बा है ? अपने' डिवाइडर की सहायता ' 
से अपने उत्तर की जाँच कीजिए । 


क्लब 


आकृति !.40 


१4 गणित 


]4,3 रेखाखंडों का मापन 


हम रेखाखंडों की तुलना करने की दो विधिरयाँ देख चुके हैं। इससे भी एक अच्छी विधि यह्‌ 
होगी कि हम इत रेखाखंडों की एक निर्चित रेखाखंड की लम्बाई के पदों में लम्बाइयाँ मार्पे। इस 
निश्चित रेखाखंड की लम्बाई को हम मानक (उ##676दार्व) आर्थात्‌ सात्रक (४7४) मान लेते 
हैं। अभी लगभग पंद्रह वर्ष पहले तक हमारे देश में लम्बाई का मात्रक फूद ( /००४) था। यदि इसे ५ 
समान भागों में विभाजित कर दिया जाए तो प्रत्मेक भाग एक इंच (४०४) कहलाता है। परन्तु सन्‌ 
962 में हमारे देश में यह मात्रक फुट से बदलकर मीटर (#%८४/८) कर दिया गया है। इस, मात्रक 
को सबसे पहले सन्‌ 797 में फ्रांसीसियों ने फ्रांसीसी ऋनच्ति (208४४/ :0४0०/४४0४) के बाद 
अपनाया था और इसे भूमध्यरेखा (/76४6०/) और उत्तरी भुव (४०४४ 220/४) के बीच की 
दूरी के लगभग एक करोड़वें भाग के बराबर माना जाता था। आजकल, पेरिस के तिकट एक गुम्बज 
में रखी हुई प्लेटिनम (#(दांकाऋ) की छड़ पर लगे हुए दो निशज्ञानों के बीच की दूरी को सामक 
मीटर (572४8276 #77४/०) माना जाता है। मीठर को 00 समान भागों में विभाजित करने 
पर प्रत्येक भाग एक सेन्‍्टीमीदर (८९७॥77:४४) कहलाता है। सेंटीमीटर को फिर और १0 भागों में 
विभाजित किया गया है और प्रत्येक भाग एक मिलीमीटर (#४॥४7८४०) कहलाता है। इस प्रकार 
एक सेन्टरीमीटर (सेमी), मीटर (मी) का सोौवां भाग है तथा एक मिलीमीटर (मिमी), मीटर का 
हजारबाँ भाग है। दूसरे शब्दों में, 

। मी--200 सेमी, ! सेमी--0 मिमी । 


मीटर लम्बाई में तीन फुट से कुछ अधिक होता है तथा एक इंच, ढाई सेन्टीमीटर से कुछ अधिक 
होता है हमारे ज्यांमिति के कार्य के लिए मीटर काफी बड़ा है और इसलिए हम लम्बाई तापने के लिए 
सेन्टीमीटर और मिलीमीटर को ही प्राथमिकता देंगे। लम्बे रेखाखंड, उदाहरणार्थ, दो शहरों अथवा 
गाँवों के बीच की दूरी मापने के लिए हम किलोमीटर (संक्षेप में किमी) का प्रयोग करते हैं। यह 
000 मीटर के बराबर होता है। 

. कक्षा के अधिकांश कार्य के लिए सीधे किनारे वाले रूलर जिन पर सेन्‍्टीमीटरों और, इंचों दोनों 
के निशान लगे होते हैं उपलब्ध हैं। इन पर सेन्टीमीटर और इंच के उपभागों मिलीमीटर या' इंच 
के दसवें भागों के भी निशान लगे होते हैं। ये प्रायः एक फूट या 6 इंच लम्बाई के होते हैं और इनके 
एक किनारे पर इंच के निशान तथा दूसरे किनारे पर सेन्टीमीटर के निशान बने होते हैँ। वैज्ञानिक 
कार्य के लिए मीटर छड़ (%0#० 70770) तथा अधेमीटर छड़ (#८[एी ॥८/४ 70४6) भी उपलब्ध 
हैं। रूलर पर लगें हुए निशान अंज्ञांकन (&/4०४47४०॥४) कहलाते हैं तथा स्वयं छूलर, अंशांकित 
रूलर (€7००८४४८/2४ 7४८८०) कहलाता है ! 

अब, मात लीजिए हमें एक दिए हुए रेखाखंड 8 की लम्बाई नापनी है। आइए एक सेन्टीमीटर 
के निशान वाला रूलर लें और उसे रेखाखंड 478 के अनुदिश इस प्रकार रखें कि उसका शून्य (0) का 
निशान 4 पर रहें जैसा कि आकृति ,4 में दिखाया गया है । 

इसके बाद हम रूलर पर 2 के तदनुरूपी निशान पढ़ते हैं। आकृति .43 में हम देखते हें 
कि रूलर पर 3 के बाद सातवां लघु अंशांकन (छाद्ा #४६६८४७४), 2 के तदनुरूपी निश्ञान हैं। 
दूसरे दांब्दों में, रेखखंड 4» में 3 पूर्ण सेल्टीमी:र तथा एक सेन्‍्टीमीटर के सात द्शांश ((७॥४3) हैँ । 
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५ की ननननम- सन +-+-त---23. 0.3 -#-कनथननकान-+-4+++-+++++++3>+अ33»+>०ह 
४27 2 शिएणाशा।।ओ।एएओए। ॥॥| ॥॥॥॥ है | ॥ ॥॥॥॥॥॥ ॥॥ग॥ण। (( बे ! 
9 क्‍ ५ ह। £ 72 0॥ 


आक्ृति' १त,१: रेखाखंड' का मापन 


हम कह सकते हैं कि .() की लम्बाई 3 सेमी 7 मिमी है। इसे दशमलव संकेतन में हम 3,7 सेमी 
लिखते हूं | 

प्राय: रूलर कुछ मिलीमीटर मोटा होता है। अतः हम देखेंगे कि रूलर पर लगे हुए निशान 
उस समतल में नहीं हूँ जिसमें रंखासंड (2 है। इससे कभी कभी. जब तक कि कोई बहुत अधिक साव- 
धान न रहे, / के सामने शून्य निशान रखने और 2 के तदनुरूपी निश्ञान पढ़ने में कुछ त्रुटि हो जाती है । 
इस कठिताई से बचने के लिए हम रेखाखंड मापने के लिए डिवाइडर (या फ्रकार) का निम्त प्रकार 
प्रयोग कर सकते हूँ। 





अिंलकि कोर /00/0८0//०//०/४ 


[]॥ [[|।।| (!।। |।॥॥ |! !। 


(0) (४) 
आकृति ].2 : रेखाखंड का मापन 

हम डिवाइडर को इतना खोलते हैँ कि उसके एक पैर का सिरा .4 पर रहे तथा वूसरा ठीक 2 पर 
रहें) (देखिए आकृति .2) अब हम डिवाइडर को उठाते हैं और उसके फैलाव में बिना कोई 
प्रिवर्तेत किए रूलर पर इस प्रकार रखते हें कि एक पैर का सिरा शून्य निश्ञान पर रहे। तब 
हम डिवाइडर के दूसरे पर के सिरे के तदनुरूपी निशज्ञान पढ़ते हैं। आक्नति .]2 में दसरा सिदा 
3 सेमी के निशान के दाईं ओर ॥ लघु निशान पर है। इस प्रकार दिए हुए रंखाखंड को लम्बाई 3 
सेमी | मिमी अर्थात्‌ 3. सेमी है। 


१8 गणित 


.4 दी हुई लम्बाई का रेखाखंड खींचना 


मान लीजिए हमें 2.7 सेमी लम्बाई का रेखाखंड खींचना है। हँम यह निम्न प्रकार करते हे; 
हम एक रेखा खींचते हैं और उस पर कोई बिंदु »/ ले लेते हैं। (देखिए आकृति .3) इसके बाद 


दि 0 


एज 0 का /॥त॥धधि॥॥/ (8 ॥॥॥॥॥| न | 0 ॥[ 28 | 
0 टिक 8 6 8 8 90 0 
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आकृति .73 


हम रेखा के अनुदिश एक रूलर इस प्रकार रखते हैँ कि उसका शून्य का निदश्यात 4 पर रहे। अब हम 
2 सेमी के निशान के बाद सात छोटे भाग (&०50०४) गिन लेते हैं और रेखा पर इस निशान के 
तदनुरूपी बिंदु 2 अंकित कर लेते हें। 478, 2.7 सेमी लम्बाई का वांछित रेखाखंड है। 

यह सदेव आवश्यक नहीं है कि मापन शून्य चिन्ह से ही प्रारम्भ किया जाए। शून्य चिन्हूं रूलर 
के एक सिरे पर होता है यदि यह सिरा टूट था घिस जाए तो हो सकता है कि इस चिन्ह का प्रयोग करना 
संभव न हो । तब' हम अपना मापन किसी भी सेन्टीमीटर के निशान से प्रारम्भ कर सकते हैं। भान 
लीजिए हम रूलर इस प्रकार रखते हैं कि उसका ! सेमी वाला निशान 4 के तदनुरूपी रहे। तब बिदु 
8, 3 सेमी के निश्ञान के बाद सातवें छोटे विभाग के तदनुरूपी लेना पड़ेगा। (क्यों? ) 


प्रहनावलो , 3 


१, निम्न को सेंटीमीटरों में बदलिए : 
(7) 3 मी, (0) 2 मी 40 सेमी, (४) 4,35 मी, (7५) 5.2 मी 
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2, निम्त को मिलीमीटरों में बदलिए : ू 
(४) 6 सेमी, (४) 6.4 सेमी, (7४) 2 मी, (१ए) 3 मी 40 सेमी, (४) 4.52 मी 
3, निम्न लम्बाइयों के रेखाखंड खींचिए : 
(४) 2 सेमी, (४) 2 सेमी, 5मिमी, (72) 4, 3 सेमी (५) 3,4 सेमी, (५) 6,5 सेमी 
4, रेखाखंड 42 का एक अंत बिंदु /, रूलर के ] सेमी वाले निश्ञान के साथ संपाती है तथा 
दूसरा अंत बिंदु 8 4 सेमी वाले निश्यात के साथ। रेखाखंड 7 की लम्बाई कितनी हैं ? | 


.5 एक दी हुई रेखा से एक दिए हुए रेंखाखंड की लम्बाई के बराबर रेखाखंड काटना : 





[| । ग || न | 
ि न्‍ ० 
बे फ्जल स्वत र2 सपन्कन्पन- » ४4७३८ 82 ॥। 
4 
४ १ हे 


बा भी रे 
आकृति .]4 


माना 47 दिया हुआ रेंखाखंड है और / दी हुईं रेखा है। हम डिवाइडर को इतना खोलते 
हैँ कि उसके दोनों परों के सिरे 4 और 2 पर रहें। [देखिए आकृति .4 ()] तब हम डिवाइडर को 
उठाते हैं और उसके फैलाव में बिना कोई परिवर्तन किए उसे इस प्रकार रखते है कि दोनों पैरों के सिरे 
! पर रहें । हम इन दोनों के तदनुरूपी / पर बिंदू £ और 2 अंकित कर लेते हैँ । [देखिए आकृति .4 
(४)] तब रेखाखंड (४0, रेखाखंड 478 की लम्बाई के बराबर है । अर्थात्‌ 070 वांछित रेखाखंड है । 
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आकृति 4.5 


!8 गणित 


हम इस कार्य के लिए कागज़ की एक पट्टी (5७४9) का भी प्रयोग कर सकते हैँ। वास्तव में 
इसको कक्षा में गतिविधि हेतु एक सुझाव माना जा सकता है। आइए एक कागज को मोड़ें जिससे मोड़ 
का निद्यान एक सीधे किनारे (##छ 208 ८व ९ ) का रूप धारण कर लेता है। अब इस किनारे को 
रेखाखंड ./7 के अनुदिश रखें। कागज के किनारे (#६/४/ ८८2०) पर हम 4 और / के तदनुरूपी 
क्रमश: दो चिन्ह ० और 2? अंकित करते हैं। [देखिए आकृति' .5 (3)] अब हम इस किनारे को रेखा 
/ के अनुदिश रखते हू।' हम रेखा / पर चिन्ह ८ के तदनुरूपी बिंदु & तथा चिन्ह “? के तदनुरूपी बिदु 
/ लेते हैं। | वेखिए आकृति .5 (४) ] तब रेखाखंड /# की लम्बाई रंखाखंड 48 की लम्बाई के 
बराबर है । अर्थात्‌ &7 बांछित रेखाखंड है। 


() 
आकृति !.!5 
4.6 दो दिए हुए रेखाखंडों को लम्बाइयों के योग के बराबर|लप्बाई का रेंसाखंड खींचत। 
मान लीजिए 48 और ८४? दो रेखाखंड दिए हैं पु आइए एक (रेखा / लें और उस पर एक बिदु 
0 अंकित कर लें) हम / पर रेखाखंड 2 की लम्बाई के बराबर एक रेखाखंड इस प्रकार खींचते हैं 
कि उसका एक अंत बिंदु 0 हो। मान लीजिए यह रेखाखंड 0४7 है। अब हम / पर रेखाखंड ८५४) 


५ 8 ८ ) ठनतनत्त्क््ण््त्तच्पा 
आकृति 4.6 27-42 -[-(:/0 
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की लम्बाई के बराबर एक रेखाखंड 7” इस प्रकार खींचते हैँ कि 2, 0 और /? के मध्य स्थित 
हो। (देखिए आकृति .6) तब 07 वांछित रेखाखंड है। (क्यों? ) हम लिखते हैँ कि 
(०७--- 48-- (४० । 


(], 7 दो दिए हुए रेलाखंडों की लम्बादयों के अंतर के बराबर लम्बाई का रेखाखंड खींचना 
मान लीजिए 48 और ८४ दो दिए हुए रेखाखंड हैँ। हम यह मान लेते हैं कि 48, (८४0 से लम्बा 
है अर्थात्‌ 42 >(/2। पहले ही की भांति हम एक रेखा / लेते हें और उस पर एक बिंदु 0 अंकित कर नेतें 
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हैं। हम / पर 4/ की लम्बाई के बराबर एक रेखाखंड 077 खींचते हें। इसके बाद हम / पर 69 
की लम्बाई के बराबर एक रखाखड़ #/? इस प्रकार खींचते हैँ कि 2, 0 और 2 के मध्य स्थित हो । 








गगन कि--- तनमन नमन+++++3+++-मन मन कक «»»- न भन- | क्ल्किजिििज- भू शऔ जप है 
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आकृति .7 0/0-/.0-- 02 


(देखिए आकृति 7.7) 07' वांछित रेखाखंड है। (क्यों ?) हम लिखते हैं कि 07-.09--67 । 
यदि ८४0, /2 से लम्बा हो तो हम (/0--.62 की लम्बाई का रेखाखंड खींचते हैं। 


प्रशनावली ].4 


], निम्त लम्बाई के रेखाखंड खींचिए ; 

() 7.5 सेमी (7) 3.4 सेमी (४) 5,2 सेमी 

2, अपनी कापी के एक प्ने की सेन्टीमीटरों में लम्बाई व चौड़ाई ताषिए। 

3, 4.2 सेमी तथा 2,3 सेमी लम्बाइयों के दो रेखाखंड खींचिए। झूलर की सहायता से इन 
का रेखाखंडों की लम्बाइयों के योग के बराबर लम्बाई का एक रेखाखंड खींचिए और' उसकी लम्बाई 
मापिए | 

4. 2 एक रेखाखंंड है। एक रेखाखंड खींचिए जिसकी लम्बाई 42 को लम्बाई के दुगुते 
के बराबर हो। (यदि वांछित रेखाखंड (/) हो तो हम लिखते हैं कि (72 -- 249) 

5. 2 सेमी लम्बाई का एक रेखाखंड लीजिए। इसमें से 4.5 सेमी लम्बाई का एक रेखाखंड 
दस प्रकार काठिए की इस रेखाखंड का एक अंत बिंदु बहीं रहे जो पहले रंखाखंड का है। बचे हुए रेखालंड 
की लम्बाई मापिए। 

6. अपनी कापी की लम्बाई और चौड़ाई मापिए। एक रेखाखंड खींचिए जिसकी लम्बाई 
इन लम्बाईयों के अंतर के बराबर हो | 

7, दिया हुआ है कि 4.8 -+ 3 सेमी तथा (70: 2 सेमी । निम्न रेखाखंड खींचिए : 

() व... [#) 48+09 (॥9) 48-67 
((ए) 2482-८7 (४) 36०0 
प्रत्येक स्थिति में आपने जो रेखाखंड खींचा है उसकी लम्बाई मापिए। 


एकक ऊँपा 


कफीण 


82.] किरण 
आइए, ड्राइंग बोद के एक बिंदु 4 पर एक पित लगाएँ। फिर एक डोरी लें और उसके एक सिरे 

को 2 पर लगी हुई पिन से बांध दें। डोरी को बोडे के 
जितना संभव हो सके समीप रखते हुए आइए अब' उसके 
दूसरे सिरे ? को खींचे जिससे कि डोरी तनी हुईं रहें। डोरी 
इस स्थिति में एक रेखा का भाग 48 निरूपित करती है। 
हम जाचते हैं कि यदि हम यह कल्पना करें कि डोरी का 
दोनों दिशाओं अर्थात्‌ से 2 और # से ॥ में असीमित 
विस्तार है तो यह एक रेखा निरूपित करती है। अब मान 
लीजिए कि डोरी केवल एक ही दिशा माना 2 से अर्थात्‌ 


/.0 के अनुदिश विस्तृत है। तब हमें रेखा का केवल एक. /# (्‌ 8 
ऐसा भाग प्राप्त होता है जो 4 से प्रारम्भ होता है और अति: अंक 
जिसका 42 दिद्या में असीमित धिस्तार है। हम इसे ्ि 


किरण* 48 (+६) 42) कहते हूँ तथा 4 इसका प्रारम्भिक बिदु (#7#0/ #०४४४) कहलाता है। 


मान लीजिए किरण 42 पर ८ कोई अन्य बिंदु है। (देखिए आकृति 2.]) क्या किरण 
40 और किरण 22 एक ही हैं? हां। 


यदि हमें किरण का प्रारम्भिक बिदू और उस पर स्थित कोई अन्य बिदु सैल हो तो किरण 
पूर्णतया ज्ञात हो जाती है। 


उपर्युक्त प्रयोग में डोरी 42 कितनी स्थितियाँ धारण कर सकती हैं ? एक, दो या कितनी भी ! 
एक दिए हुए प्रारस्सिक बिंदु से चाहें जितनी किरण खींदो जा सकती हैं । 

*किरण /9को व्यवत करने के लिए तथा इस बात पर जोर देने के लिए कि किरण का प्रारम्भिक विद्ु 6 है और 
उसकी दिशा 4 से 2 की ओर है संकेत 43 का भी प्रयोग किया जाता है। इसी बाधार पर रेखा 4» के लिए संकेत 
47 का प्रयोग किया जाता है। 

यद्यपि रेबा 4.9, किरण 458, रेखाखंड 43 ओर रेखाखंड 47 फी सम्बाई व्यक्त करने के लिए क्रमश: 


जी जि न 
चार भिन्न संकेत 48, 48, 42 तथा 4 प्रचलित है परन्तु हम वर्तमान स्तर पर इन्हें अनावद्यक मनुभव करते हैं। 


इसलिए इन चारों फे लिए एक ही संकेत 42 का प्रयोग करगे। यह संदर्भ से स्पष्ठ हो जाएगा कि हमारा तात्पे 
भादों में परे किससे है । 


फोण ]427 


मान लीजिए / कोई रेखा है। आइए / पर तीन बिंदु 0, 4 और # इस प्रकार लें कि4 और 2, 
0 की विपरीत "2208 में रह । (देखिए आकृति 2.2) 
हमें एक ही प्रारम्भिक बिंदु ७ वाली दो किरणें 04 और / 





09 प्राप्त होती हैं। ऐसी किरणें विपरीत किरणें 8 0० 
(०//०४४४४ 7९0४) कहलाती है तथा दिशाएँ 04 और आकृति 2.2 


09 बिपरीत दिशाएं (0//१०४४/४ ८8९८४०४) कहलातो हैं । 


2,2 कोण हि 


आइए आकृति 2.3 में दी हुई घड़ी को 
देखें। घंटे की सुई 3 और 4 के बीच में है तथा 
मिनट की सुई 6 पर है। हम कहते हैं कि सुइयाँ 
एक दूसरे पर झुकी हुई हैं या यह कि सुइयाँ परस्पर 
एक कीण बनाती हूँ।: 





| १८ 00०५७ 


| अह्प रई कु ५४ # पी शी अम हि 
आकृति 2.3 
पुनः एक डिवाइडर गा लें और उसे कागज़ के तल में इस ल्‍ 
प्रकार रखें कि उसके दोनों पेर सटे हुए रहें। उसके एक पेर हाताह 
को 0 पर स्थिर किए हुए, आइए अब डिबाइडर को खोलें (अहम 
जिससे कि दूसरा पैर जोड़ (2 पर लगे हुए कब्जे (#7६४८) के ? रब ७... 
चारों ओर घुमने (+०/६/४) लगता है। (देखिए आकृति | 






2,4) मान लीजिए अब दूसरा पैर 08 पर है'। हम कह 5 आल 
सकते हैं कि 2.0 और 078 एक कोण बनाते हैं। यदि पेर 0.8 कि ५ 


को और अधिक घुमाएँ तो कोण का क्या होता है ? आकृति 2.4 


यदि घड़ी की सुइयों या डिवाइडर के पेरों को किरणों 0 और 079 का निरूपण माने तो हम 
कहते हैं कि दोनों किरणें एक कोण बनाती हैं। सांथ ही, चूँकि दोनों किरणों के बीच का झुकाव बढ़ाया 
या घटाया जा सकता है अतः हम देखते हैं कि कोण का एक परिमाण ((#॥४27४४४४०) होता है। 
किरण 078 को उसकी प्रारम्भिक स्थिति 204 से अंतिम स्थिति तक लाने में आवश्यक कुल धूर्णन 


(/0/4४०॥) की मात्रा से इस परिमाण को मापा जा सकता है। 
*(,---0 


722 गणित 


एक ही प्रारम्भिक बिंदु 2 से निकलते वाली किरणों नर 
04 और 09 के लिए यह कहा जाता है कि वे एक कोण 
बनाती हैं। (देखिए आक्लति 2.5) बिंदु ० इसका शी 
(०४४८४) तथा किरणें 0.4 और 0 भुजाएँ | ७४४४ ) कहलाती 
हें। एक भुजा को शीर्ष के चारों ओर घुमाकर दूसरी भुजा 
की स्थिति में लाने के लिए आवश्यक घ॒णन की मात्रा से इस 
कोण का परिसाण मापा जाता है। प्रायः कोण व्यक्त करने 
के लिए दोनों भजाओं को एक व॒तीय चाप से जोड़ देते हैं जसा 
कि आकृति 2.5 में दिखाया गया है । आक्ृत्ति 2.5 


8 


(2 2४20७ 


हि 


दो किरणें 0.4 और (08 वास्तव में दो कोण 
बनाती हें जसा कि आकृति १2.6 में दर्शाया गया है । 
इनमें से किसी को भी कोण .02 से व्यक्त किया 
जा सकता है। फिर भी, इनमें से एक कोण दूसरे 
से बड़ा है। संदिग्ध स्थिति से बचने के लिए हम 
यह मान लते हैं कि जब तक कि कुछ कहा न जाए, 
किरणों ०४ और 0४ से बनने वाले दोनों कोणों में 
से छोटा कोण, कोण .409 होगा । / 
आकृति 2.6 
हम कोण व्यक्त करने के लिए संकेत  / ' करा प्रयोग करते हैं और कोण .078' या कोण 20.' 
के लिए क्रमशः: “08 या /20./ लिखते हैं। कोण का नाम जिखते समय जणीर्प सदेव मध्य में 
कम जाता है। कभी कभी हम कोण को कंवल उसके शीर्प से ही व्यक्त करते हें जैसे कि /0 
या कोण 2। 


प्रदनावली 2. 5 


कं 
). आक्ृत्ति 2.7 में तीन कोण दिए हैं। इनमें 
से एक ८.8.4(/ या केवल /. हैं। क्‍या आप अन्य 
दोनों कोणों के नाम बता सकते हैं ? 
5 का 


आक्ृत्ति 32.7 


फोण 29 


2. आकृति 42.8 में दिए हुए प्रत्येक बहुभुज के कोणों के नाम बताइए | 


०. 
८ 
0 ए ८ 
5 ; 
| >> 
ु 
# 8 (८ ० 





आकृति 2.8 
(ः ठि 
3. कभी कभी कोणों को व्यक्त करने के 2 
लिए संख्यांक या अक्षरों का प्रयोग सुविधाजनक | अं. 
रहता है। आक्ृति 2.9 में ८40८ को » ॥ (०7 
नाम दिया गया है। क्या आप 2, 3 तथा 4 द्वारा 4 
अंकित कोणों के पूरे नाम बता सकते हैं ? के 
आकृति 2.9 
| 
जप 
4. आकृति 2.0 में ८», ८४.7/४ है। 
» द्वारा अंकित कोण का पूरा नाम बताइए । !. 
ः 
आकृति 42,0 


5. आकृति ]2. ॥|7 में 4, 2, 3..-:8 
हारा अंकित कोणों के पूरें नाम बताइए | 





42%& गणित 
2.3 फोणों की तुलना 


आइए आकृति 2.2 में दिए हुए कोणों 2.46 थ्र् छः 
तथा 52. को देखें। इनमें कौन बड़ा है ” कंबल 
देखकर ही हम कह सकते हें कि 27077, /.4( 
से बड़ा है। परन्तु हम अपनी दृष्टि पर सर्देत भरोसा 
नहीं रख सकतें। अतः हम दी कोणों के परिमाणों ८ रे 
की तुलना के लिए निम्न विधि का प्रयोग १७७ हें। 


8 >> -_ 5 


आकृति ]2.2 


हम एक अक्स करने के कागज़ को एक कोण माना /.2.4(/ पर रखते हैं और इस कागज पर उसका 
अक्स उतार लेते हें। अब हम इस अक्स को उठाकर &/7/7/” पर इस प्रकार रखते हैं कि शीर्ष | 
शीर्ष 2) पर पड़े तथा भुजा (8, भुजा 07 क॑ अनुदिश रहे (देखिए आकृति 2.3) 


4 ०2 2 


5 के 
8 ५, /ि 
() (||) () 


आकृत्ति 2.3 


णज्वता 


भूजा 4(/ की क्‍या संभव स्थितियाँ हो सकती हैं ? यह 2072 और /)/” के बीच में पड़ सकती है 
[देखिए आकृति 2.3() ] या यह ठीक 227” पर पड़ सकती है (देखिए आक्रृति 2.43 (॥)] 
या यह /07” के आगे पड़ सकती है [देखिए अप्कृति [2.]3(8)]। पहली स्थित्ति में हम कहते हूँ कि 
८.2.4८<. “77700, दूसरी स्थिति में यह कि /2.(/-5 / 777) तथा तीसरी स्थिति में यह कि 
८2.80> /&777। (हम कोण तथा उसके परिमाण दोनों के लिए ही एक ही संकेतन का प्रयोग 
करेंगे) स्थिति () में दोनों कोण बराबर हैं । 


कीणों के परिमाणों के तुलना करने की यह विधि बहुत संतोषजनक नहीं है।. एक अच्छी विधि 
पह होगी कि हम कोणों को एक मानक कोण (#/दा्ब॑ढ/८ं ८४४४०), जिसे हम मापन का मात्रक 
मान लेते हूँ, के पदों में मापें | 


फोण ६285 


2.4 कोण की अंशीय माप 
आइए एक किरण 04 ले और उसे बिदु 0 के 
चारों ओर घुमाएँ। (देखिए आक्ृति 2.4) जैसे जैसे 
यह किरण घूमती है यह अपनी प्रारम्भिक स्थिति से बढ़ते 
हुए परिमाण के कोण बनाती है। मान लीजिए यह तब 
तक घूमती है जब तक कि यह स्थिति 083 पर न आ 
जाए जो कि प्रारम्भिक स्थिति 0.4 की विपरीत दिशा 
में है। इस प्रकार बना हुआ कोण 40४8 ऋज कोण की 
(5#०६॥४ ८४४४४) कहलाता है। ऋजु कोण की दोनों.» 0 -+ 
भुजाएँ विपरीत किरणें हैं । आकृति 2.4 : 'ऋजुकोण 


यदि हम किरण 0.4 को और घूमने दें तो वह 0 के चारों ओर एक चक्कर (#८०0(४/7०% ) 
पूरा करने के बाद ०4 के संपाती (८०४४४४४४४४) हो 

जाती है (अर्थात्‌ ०8 और 0.4 एक ही किरण है)। 
इस प्रकार बना कोण 402 संपूर्ण कोण (८०४६४९४४ 6॥४) 
कहलाता है। (देखिए आकृति 2.5) 

यदि किरण 04 हक भी न घुमाई जाए तो 

हम कहते हैं कि हमें शून्य कोण (22० ८६४४८) प्राप्त « 
हो गया है। दूसरे शब्दों में यदि कोण की दोनों भृजाएँ 
संपाती हों तो हम कहते हूँ कि कोण का परिमाण शून्य है। 
हम देखते हैँ कि संपूर्ण कोण में भी दोनों भुजाएँ संपाती 
होती हैं। परन्तु ये भुजाएं केवल एक पूरे चक्‍कर के 
बाद संपाती हुई हैं। निस्संदेह, संपूर्ण कोण' का परिमाण ' 
शत्य नहीं है । आफ्वति 2.5: संपूर्ण कोणे 


आइए एक कागज़ का पन्ना लें और उसे मोंड़ें ताकि हमें एक मोड़ का निशान अर्थात्‌ रेखा 4.7 
प्राप्त तो जाए। अब यदि हम कागज़ को खोल लें और उसे ५ । लजजन 
दुबारा इस प्रकार मोड़ें कि 4, 2 पर पड़े तथा मोड़ का ' 355 070०0 । 
निशान 42 स्वयं पर संपाती हो, तो हमें एक अन्य मोड़ का 
निशान ८2 प्राप्त हो जाता है। रेखाएँ 4.8 और ८70 माना « : 
परस्पर 0 पर काटती हैं। (देखिए आकृति 2.6) अब , : 
हमें 0 पर चार बराबर कीण प्राप्त हो जाते हे। (क्यों?) है 
इनमें से प्रत्येक कोण. समकोण (#४£// ०/४६०) कहलाता है। '! । 0 
इस प्रकार ८400, /८08, ,/2070 और “7204 में हब 
से प्रत्येक एक समकोण है। ; ४ हु का बी 

सी ि अतः: एक ऋजु कोण कि हु में दो हित हित तक: १००22 
समकोण होते है। इसी प्रकार एक संपूर्ण कोण में चार मां 
समकीण होते हे रु जे ह आकृति 2.6 





| 


&: १ 
5 ; बब्पो 
अदला. 


९. 





शंणित 


हँस कोण मापने के लिए समकोण को अपना मात्रक मान सकते हेँ। परन्तु हमारे कार्य के लिए 
यह बहुत बड़ा मात्रक है क्योंकि तब हमें बहुत से कोणों को एक समकोण के भागों में मापना पड़ेगा । 
इसलिए हम समकोण को नब्बे बराबर भागों में जो कि प्रत्येक एक अंश (४०४/४९) कहलाता है, 
विभाजित करते है और अंश को कोण मापन का माजत्रक मान लेते हैं। 'अंश' को संख्या के ऊपर एक छोटा 
वत्त ० लिखकर व्यक्त किया जाता है। इस प्रकार एक अंद को ॥" लिखा जाता है| 
पुनः अंश को 60 मिनटों (#४४४४०४) तथा प्रत्येक मिनट को 50 सेकण्डों (४४८०४43) में 
विभाजित किया गया है। 'मिनट' को संख्या के ऊपर एक तिरछी छोटी लकीर खींच कर तथा 'सैकण्ड' 
को दो तिरछी छोटी लकी रें खींच कर व्यक्त किया जाता है। इस प्रकार एक मिनट को ' तथा एक सेकण्ड 
को ॥“ लिखा जाता है। मिनट और सैकण्ड का प्रयोग केवल तब ही किया जाता है जबकि बहुत ही 
शुद्ध मापनों (०८८४४०८/४ ॥7८45४४४॥४४/४४ ) की आवश्यकेता हो उद्याहरणार्थ जैसे ख़गोल विद्या संबंधी 
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(०४४१०॥१०॥४८०/) कारये में । 
संक्षेप में, 
। संपूर्ण कोण 55३60“ 
। ऋजु कोण 5+-80” 


3 सम्कोण पन+ 90" 
? ला 60/ 
4 स्ः 50 


2.5 चाँदा और उसके उपयोग 
चाँदा (॥/70//2८/9) धातु या प्लास्टिक (#/८४४४) का एक अर्धवत्ताकार खंड होता है। इसके 
अधेवृत्तीय किनारे पर अंश के निशान लगे होते हैं तथा सीधे किनारे के अनुदिश या अधिकतर सीधे 
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|॥॥::॥॥॥ 


॥॥ 


0 
88 0/ 


0 


। 
| 


आकृति !2.7 


किनारे के समांतर एक 0-80 रेखा बनती होती है। (देखिए आकृति 2,7) इस 0-80 रेखा 
का मध्य-बिदु चाँदे का केन्द्र कहलाता है। अधंवृत्ताकार किनारे पर अंशों के चिन्ह हैं। अंशों 0, 0, 


427 


कोण 
20, 30, .» 770, 80 के चिन्ह विशिष्ट रूप से दर्शाए जाते हैं तथा ये किनारे के अनुदिश लिखे होते 
हैं। यही चिन्ह उल्टे क्रम में भी लिखें होते हें जिससे कि आक्वति 2,8 में दिए हुए कोण ८०० जैसे 
इसी कारण 0-80 रेखा को 0-0 (शून्य-शून्य ) 


कोणों को सुविधाजनक हप से मापा जा सकता है। 
[) 


रेखा भी कहा जा सकता है । 


आकृत्ति 79,8 


९ 
अपने चाँदे को देखिए । किसी चिन्ह विशेष पर लिखी हुई दोनों संख्याओं का योग क्‍या है ? 
चाँदे का, कोण मापने तथा साथ ही दिए हुए परिमाण का कोण खींचने में उपयोग किया जाता है । 





(क) दिया हुआ कोण सापना 
॥॥॥॥॥॥ 
४७४७॥॥॥॥॥॥॥., 
३३९४) 80 ,_00 ॥ ९५८८० 
हर 429 १2० 
। ८; 





//02/2 
< 


| ॥॥॥॥॥ 
70 


आकृति 2.9 
माना दिया हुआ कोण .((072) है। हम चाँदे को इस प्रकार रखते हैं कि उसका केन्द्र कोण के 


०। 
! 





८ 
शीर्ष पर पड़े तथा 0-0 रेखा, भूजा 0/ के क्षनदिश रहें । (देखिए आकृति 2,9) तब हम 4 पर 
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0” से प्रारम्भ करके अंश चिन्हों (४८67४ ॥#767/5) को बढ़ते हुए क्रम वाली दिद्या में पढ़ते हुए वह चिन्ह 


पढ़ते हैं जिससे होकर भुजा ० जाती है | मु 
आकृति 2.9 में, (07 के तदनुरूपी चिन्ह 50 हैं। इस प्रकार ८.0 का परिमाण 50” 


है। हम लिखते हैं कि /.408--50"। बह देखना शिक्षाप्रद और रुचिकर होगा कि 


८(02--30” | (क्यों?) 
(ख) दिए हुए परिसमाण का कोण बनानों 
मान लीजिए हमें 53” का कोण बनाना है । 
को इस प्रकार रखले हैं कि उसका केन्द्र 0! पर पडे तथा 0-0 रेखा (».] के अनुदिय रहे। तब हम चाँदे 
पर 53” बाला चिन्ह ढूँढ़ते हैँ तथा एक नुकीली पेंसिल से इस चिन्ह के तदनुछपी एक बिंदु मान लीजिए 


हम एक किरण (2.4 खींचते हैं और उस पर चाँदें 
# अंकित कर लेते हैं । अब हम 0 और £ को जोड़ते हैं। (देखिए आकृति 2.20) तब 407 वांछित 


कोण है। 


/4/0; 
बट / 


॥0॥॥॥॥ 


अकृति 2.20 
हम देखते हैं कि चाँदे की सहायता से हम 80” तक के कोण माप या बना सत्मतें हैं । 
प्रहावली 2.2 
), 48 और (८7 दो रेखाएँ हैं जो कि बिंदु 0 पर 

फाटती हें। (देखिए आकृति 72,27) “40०0८ तथा 
“202 को मापिए। क्‍्यायें बराबर हें? कोण 40०८" और 

207 शीर्षाभिमुत्ल कोण. (खल#वा!ह: ०११%०४४४  दा8/४65) 
कहलाते हैँं। शीर्पाभिमुख कोणों के अन्य यग्म ८206८ तथा 
“4072 को मापिए। आप इनके परिमाण के बारे में क्‍या 

उपर्यकत प्रक्रिया को किसी अन्य प्रतिच्छेदी फ्र्ट 
मम को साथ दोहराइए। आप क्या निष्कर्ष 





| ! 


आकृति 2.2 


कह सकते हें? 
रेसाजों के 
लिकाल सकते हूँ ? 


कोण १29 


(हम देखते हें कि शीर्षाभिमुख कोण बराबर होते हैं) 
2, अपने चाँदें की सहायता से निम्न कोण बनाइए : 


(ै 45 (॥) 27 (४) 307 (49) 36" 
हा 5 


2.6 कोणों के प्रकार 
हम पहले ही देख चुके हैं कि समकोण में 90", ऋजुकोण में 80" तथा संपूर्ण कोण में 360" 
होते हैँ । 





8 
| / 
() (॥) 
(४) न्यून कोण (४) अधिक कोण (४४) प्रतिवर्ती कोण 
आकृति 2-22 

0" वाले कोण को छोड़कर समकोण से छोटा कोई भी कोण न्यून (४८४2) कोण कहलाता है 
[देखिए आकृति 2.22(3) | 

समकोण से बड़ा परन्तु ऋजुकोण से छोटा कोण अधिक' (०४/४४८) कोण कहलाता है [देखिए 
आकृति 2.22(7)] 

ऋणजुकोण से बड़ा परन्तु संपूर्ण कोण से छोटा कोण प्रतिवर्तों (7०८) कोण कहलाता है [देखिए 
आकृति 2,22(7)] 

इस प्रकार, न्‍्यूननोीण 0” और 90" के बीच, अधिक कोण 90? और '80" के बीच तथा 
प्रतिवर्ती कोण 80? और 360" के बीच होता है । 
2.7 कोणों के युग्स ््‌ 
9,7. आसत्न कोण 

आइए आकृति 72,23 को देखें। हमारे पास उभयनिष्ठ 
भूजा 08 वाले दो कोण 4029 तथा 800 हैं। साथ ही, इनकी 


अन्य भुजाएँ 04 तथा 2८, 07 की विपरीत दिक्षाओं में हैं। 5 | 
ऐसे दो कोण, आसन्न कोण (4८६॥८८४४४ 4/2/2) कहलाते हैं । 





आकृति 2.23 
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]2.7.2 रेखिक युग्म 

आइए आकृति 2.24 को देखें । (0८ एक रेखा 
है। 409 तथा 20८ आसन्न कोण हैं जिनकी बाहरी 
भुजाएँ एक रेखा में हें। ऐसे आसन्न को्णों का युग्म 
रेखिक युर्स ( फिश्ह ॥वर' ) कहलाता ढ़ै। 





«८... ८० & 


आकृलि 2,24 


2.7. 3 पुरक कोण 

यदि दो कोणों का योग 90" हो तो वे पुरक कोण (८७श/#/शा९॥6॥9 4॥४/४5) कहे जाते 
हैं तथा प्रत्येक कोण एक दूसरे का पुरक (८०४४०७॥४४४) कहलाता है। उदाहरणांथे 40" 
और 50' के कोण पूरक हैं। 40" का कोण 50" के कोण का पूरक है तथा 50" का कोण 40 के 
कोण का पूरक है । 


2. 7. 4 संपुरक कोण 

यदि दो कोणों का योग 80”" ही तो वे संपुरक कोण ( 8((/१! (एप (८7 (2९५ ) कहे जाते 
हैं तथा प्रत्येक कोण एक दूसरे का संपुरक (५४///८॥॥/४;)) कहुलाता है। उदाहरणार्थ 70? और 
40" के कोण संपूरक है तथा प्रत्येक एक दूसरे का संपूरक है । है 

हम देखते हैं कि कोणों का रखिक युग्म संपुरक है। 


प्रन्‍लावली 42.3 


, अपने आस पास देखिए और समकोण, न्यून कोण एवं अधिक कोणों के कुछ उदाहरण 
दीजिए । 

2. अपनी भुजाओं का प्रयोग करके दिखाइए कि आप न्यून कोण, अधिक कोण तथा समकोण 
किस प्रकार बताते हैं। 

3, दत्त पश्चिम की ओर मँह करके खड़ा है। वह दाईं ओर एक समकोण पर धूम जाता है। 
अब वह किस दिशा में देख रहा हैं ? 

4. शीला उत्तर की दिल्या में एक नाव खे रही है। वह उसे एक ऋजु कोण पर घुमा देती है। 
अब वह किस दिशा में नाव खे रही है ? 

5. कुछ न्यून और अधिक कोण खींचिए और उन्हें मापिए। 


6. आकृति 2,25 में तीन आसन्न कोणों के युम्मों 
के नाम लिखिए। 


0, 
4, 
है 


3, 


45, 


73] 





आईति 2.25 


. निम्न कोणों के पूरक ज्ञात कीजिए ; 


50", 70, 80", 30", 45" 


, निम्न कोणों के संपूरक शात कीजिए : 


१480" 50" 70", 807 


, निम्न कोण युग्मों में जाँच कीजिए कि कौन से कोण पूरक हैं और कौन से संपूरक : 


() 20", 70" (#) 30१, 60" (॥0) 44, 46” 

(।५) 40 40" (५) 75 08' (४) 42", 38" 
(शा) 45, 45 (शा) 57, 75" (४) 60", 20” 
ऐसा कोण खींचिए जोकि 35" के कोण का संपुरक हो । 

एक कोण अपने पूरक के बराबर है। कोण का परिमाण क्‍या है! 
एक कोण अपने संपूरक के बराबर है। कोण का परिमाण क्‍या है! 


क्‍या निम्त कथन सत्य हैं ? 
(क) यदि दो कोण रैेखिक युग्म बनाते हैं तो उनका योग 80" है। 
(ख) यदि दो कोणों का योंग 780" हो तो वे एक रेखिक युग्म बनाते हैं। 


. रैखिक युग्म का एक कोण अधिक कोण है। आप दूसरे कोण के बारे में क्या कह सकते 


रेखिक युग्म का एक कोण 48” का है। दूसरा कोण ज्ञात कीजिए। 
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3-8 लेट स्ववायर 
आपने अपने ज्यामिति बकस में दो त्रिथशुजाकार उपकरण (/००/४) देखे होंगे। इनके चित्र 
नीचे आकृति 2,26 में दिए है । - 





आकृति 2,.26: सेट स्कवायर 


ये सेट स्क्वायर (5४ 3४८४४) कहलाते हैं। एक सेट स्क्‍कवायर के कोण 45”, 90" 
और 45" हैं तथा दूसरे के 60', 90", और 30?। अपने चाँदे से इसकी जाँच कोजिए। कुछ अन्य 
कोणों तथा साथ ही लम्ब (/४४४॥४४८४८८४४ ) और समांतर रेखाएँ खींचने में सेट स्कत्रायर का प्रयोग 
किया जा सकता है। यें धातु या लकड़ी या पारदर्शक प्लास्टिक के बने होते हैँ तथा प्राय: कुछ मिली- 
मीटर मोटाई के होते हैं। कभी कभी समकोण वाले दोनों कितारे अंशांकित भी होते हैं। एक कितारा 
सेंटीमीटरों में तथा दूसरा किनारा इंचों में अंशांकित होता है। ऐसे सेट स्क्‍्वायर का रेखाखंडों की 
लम्बाइयाँ मापने में भी प्रयोग किया जा सकता है। 

हम आकृति 72.26 (४) के सेट स्कवायर को 45” सेट स्कवायर तथा आकृति 2,26 (४) 
के सेंट स्ववायर को 30" सेंट स्क्वायर कह सकते हैं। ढ ह 


प्रहनावली 72. 4 


, अपने सेट स्कवायर के किनारे मापिएं। आकृति 2.26 के अनुसार उनके नाम लिखकर 
जाँच कीजिए कि 45" सेट स्कवायर में 4.8--2८' है तथा 30" सेट स्कवायर में 4८७52 47 है। 


कोण 33 


9.9 विभिन्न रचनाओं में सेंट सकवायर का उपयोग 


30", 45", 60" तथा 90" के कोण दोनों सेट स्कक्‍्वायर में से एक या;दूसरे का प्रयोग करके 
तुरुत ही खींचे जा सकते हैं। उदाहरणाथ 30 का कोण हम निम्न चरणों में खींचते हैँ 


च्रण 2: हम 30" सेंट स्कवायर को कागज पर 
एक के कक्‍्त स्थिति में रखते हैं जसा 
कि 2.27 में दिखाया गया है ! 


चरण 2: हम एक हाथ से सेट स्ववायर को कस कर 
पकड़े रहते हैं तथा दूसरे हाथ से एक 
नुकीली पेंसिल की सहायता से 30" 
कोण बाले दोनों किनारों के अनुदिश दो 
किरणें 42 और ( खींचते हूं । 


तब, /.2.40 वांछित कोण हूं । 





आकृति 2.27 


प्रत्नावली ॥2, 5 


, सेट स्ववायर की सहायता से 45", 60" तथा 90" के कोण खींचिए । 


9, 75” के कोण की रचना कीजिए । 
[संकेत : 757ल्‍5545?-- 30", आकृति 2.28 भी 
देखिए । ] 





आकृति 42,28 
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3, 05" के कोण की रचना कीजिए। 
4. 5" के कोण की रचना कीजिए। [संकेतः 5755457-- 30] 


हम सेंट स्क्वायर की सहायता से, एक दी हुईं रेखा से, उस पर एक दिए हुए बिंदु पर भी 
कोई कोण, मान लीजिए 30", बना सकते हैं। माना ४2 दी हुई रेखा है और (/ उस पर स्थित कोई 
बिंदु दिया है। हम यह रचना निम्न चरणों में करते हैं: 


चरण ॥: हम 30" सेंट स्कवायर को इस 
प्रकार रखते हैं कि 30" कोण 
की एक भुजा 42 के अनुदिद् 
रहें तथा उसका शीर्ष (/ पर 
रहे । 

चरण 2: हम एक हाथ से सेट स्कवायर 
को कस कर पकड़े रहते हैं तथा 
दूसरे हाथ से एक नृकीली पेंसिल 
की सहायता से 30” कोण की 
दूसरी भुजा के अनुदिश किरण (४ खींचते हैँ। (देखिए आकृति 2,29) 
तब, “8८५70 बांछित कोण है ? 





आकृति 2.29 


यह देखा जा सकता है कि यह विधि अधिक उपयुक्त नहीं है क्योंकि सेट सक्‍वायर के कोने प्राय: 
टूटे और घिसे हुए होते हें। ऐसी दछ्या में न तो सेट स्‍कक्‍वायर के 30” कोने को ठीक प्रकार से ८ पर 
रखना संभव है और न ही सही तरीके से किरण (०2) ख्ींचना इतना सरल है । 


प्रयावली 2. 6 


. सेट स्कवायर की सहायता से एक दी हुईं रेखा के दिए हुए बिदु पर निम्न कोण लींचिए ; 
(3) 45" () 60" (४) 90" 


हम लम्ब और समांतर रेखाएँ खींचने में सेंट स्कवायर के उपयोग के बारे में अगले एकक में 


बताएंगे । 


कोण 435 


42.0 कोण का अम्यंतर और बहिर्भाग 

मान लीजिए 4028 कोई कोण है। किरणें 08 और 08 तल के (सभी) बिंदुओं को तीन 
भागों में विभाजित करती हैं। पहला ऐसे बिंदु 2! जो कि 
0 के चारों ओर किरण ०.4 हारा स्थिति 04 से 08 तक हे 


घूमने में बनी किसी किरण पर स्थित होते हैं जैसा कि आकृति 
2.30 में दिखाया गया है। दूसरा, (2 की तरह के बिंदु 
जो कि किसी ऐसी किरण पर स्थित नहीं होते तथा तीसरा /९ 
की तरह के बिंदु जो कि कोण की किसी एक भुजा अर्थात्‌ 






04 या 0.8 पर स्थित होते हैं। 

तल का वह भाग या क्षेत्र जिसमें ऐसे सभी बिंदु 2? (9 कै 2602 5 पथ 
स्थित हे, ८.०7 का अम्यंतर ( 77/2770/ ) कहलाता है | (22 न 7 य 7 
बह क्षेत्र जिसमें ऐसे सभी बिंदु 9, स्थित हैं, “4078 मा ५ 
का बहिर्भाग (6४४/४४:0/) कहलाता है। भुजाओं 0.4 और बहिर्भाग 
07 से दोनों क्षेत्रों की उभयनिष्ठ सीमा (८0॥५॥077 ५ 
2007४%79 ) बनती है। आकृति 2.30 


हम देखते हैँ कि यदि हमें /” से (९ या (2, से / तक जाना हो तो हमें 0.4 या (9 में से एक भुजा 
को अवध्य पार करना पड़ेगा। दूसरे शब्दों में, कोण की भुजाएँ उसके अभ्यंतर को उसके बहिर्भाग से 
पृथक करती हूँ । 


भवनावली 2.7 
८: 
| 
!, भाकृति 2.37 में बिंदुओं 2, 2४, 0 तथ्य ४ में से श्र हर 
कौन से बिंदु /.48८/ के अभ्यंतर में स्थित हैं? कौन से 
बहिर्भाग में ? 
! पर 
४ 
आकृति 2.37 


2. क्या कोण का ज्वीर्ष अम्यंतर में स्थित होता है? कया बहिर्भाग में स्थित होता है ? 

%, किसी कोण को दो बराबर आसझन्न कोणों में विभाजित करने बाली किरण फो कोण का 
समद्रिभाजक (75८८0) कहते हैं। क्‍या किसी कोण का' समद्विभाजक' पूरी तरह से उसके! 
अम्यंत्र में स्थित होता है” क्या यंहे बहिर्भाग में स्थित है ?' 

[संकेत : उपर्युक्त प्रदनन 2 का अध्ययन कीजिए ।] 


एकक >ात 
समांतर रेखाएँ 


3.4 समांतर रेखाएँ 

आपको याद होगा कि तल में जो रेखाएं कभी नहीं मिलतीं, चाहें उन्हे किसी भी दिशा में 
कितना ही बढ़ाया जाएं, समांतर रेखाएँ (४८/४//८४ ४४४5) कहलाती हैँं। ब्लैकबोड के सम्मुख किनारे, 
आयताकार मेज की ऊपरी सतह के सम्मुख किनारे, आपके कक्ष के सम्मुख किनारे, आपकी पुस्तक के 
सम्मुख कियारे, आपके रूलर के सम्मुख किनारे इत्यादि सब समांतर रंखाओं के युग्मों के उदाहरण 


हूँ। 

मान लीजिए 48 और (८० दो समांतर रेखाएँ मी मद कश जज लक लक पलक की." 
हैं। (देखिए आकृति 3.) हम 48, ८४ के 
समांतर है, व्यक्त करने के लिए 8 | ८ लिखते 
हैं। हम इसे ८४) || 48 भी लिख सकते हैं। 

, आइए अब समांतर रेखाओं के एक महत्वपूर्ण & 8 

गुण को देखें । हम निम्न प्रयोगों पर विचार करते हूँ । आकृति 3.] 
प्रयोग ॥ 

आइए कागज़ के पन्ने पर अपना झूलर रखें और एक नुकीली पेंसिल से रूलर के दोनों सम्मुख 
किनारों के अनुदिश दो रेखाएँ 48 और (2 खींचे। अब रूलर की सहायता से दोनों रेखाओं को 
दाई ओर की तरफ जितना हो सके उतना बढ़ाएँ। क्या ये रेखाएँ कहीं मिलती हैं? 

थि 3 


6 ॥ 2| 3 ६ 5 6| 7 8 9| [[0  ॥  ॥/2 


9 5 9 ६ ट्क9 


आकृति 3.2 
के ली शः अब रेखाओं को बाईं ओर की तरफ जितना हो सके उतता बढ़ाएँ। क्या ये रेखाएं कहीं 
लती हैं? 


संमरांतर रेखाएं 43% 
न अतः हम देखते हैं कि दोनों रेखाओं के बीच की दूरी प्रत्येक जगह रूलर की चौड़ाई के बराबर 
। 
प्रयोग 2 


आइए दो रेखाएं 48 और ८.) लें तथा उन्हें दाईं ओर की तरफ बढ़ाएँ। [देखिए आकृति 3, 3 ($) ] 
क्या दोनों रेखाएँ अधिकाधिक अलग होती जाती हैं? 


() (ी) 
आकृति 3.3 
अब इन्हें बाई ओर की तरफ बढ़ाएँ। [देखिए आक्ृति 3.3 (४)] कया दोनों रेखाएँ परस्पर 
समीप आती जाती हैं! 


हम देखते हैं कि ये एक बिदु कक पर मिलती हैं। यदि इन्हें और आगे बढ़ाएँ तो क्या होता है ? 
क्या ये पुन: अलग होना प्रारम्भ कर देती हैं ? 


हम उपर्युक्त दो प्रयोगों से देखते हैँ कि 


यदि दो रेखाएँ समांतर हों तो भत्येक जगह ये एक दूसरे से समान दूरी पर होती हैं। दूसरे शब्दों 
में हम दो समांतर रेखाओं के बीच की दूरी” का अस्तित्व मान सकते हैं । 


यदि रेखाएँ समांतर न हों तो उनके बीच की कोई स्थिर दूरी नहीं होती। ये ऐसी दो सड़कों 
की तरह हैं जो कि चौराहे परु मिलने के पश्चात्‌ पुनः अलग होना शुरू हो जाती हैं । 


गणित 


प्रदनावली ॥3.] 


. आकृति 3.4 में हम एक दरवाजे और दो 
खिड़कियों वाली दीवार का चित्र देखते हूं। किन्‍्हीं पाँच' 
समांतर रेखाओं के युग्मों के नाम लिखिए । 





आकृति 39.4 


2, अपने आस पास की वस्तुओं में समांतर रेखाओं के युग्मों के पॉँच॥उदाहरण दीजिए। 


/ि | 


34४29 ५ हा 
८- ऐ ] 






जी 
3. आकृति 3.5 में आप लुकड़ी का एक आयताकार ६ ८६.६. ... ....0.............८ . | 
ब्लाक देख रहें हें। किनारों 2८ और ४6 को बढ़ाइए। चाहे & ६ #.. 7 । 
इन्हें कितना भी बढ़ाया जाए ये किनारे कभी नहीं मिलते। |... कह. | ॥+ 
बया ये समांतर हैं? कुछ अन्य समांतर किनारों हर 7 4४७४७ #% 
के युस्म बताइए । किलर कक 
७ 


भाकृति 3.5 


६ 3,2 लियेक रेखा 

आकृति 3.6 () में 48 ओर ८ दो रेजबाएँ हैं तथा एक अन्य रेखा 2.0४ उन्हें दो विभिन्न बिदुओं 
४ और /2, पर काटती है। आक्ृति 3.6 (7) में 42, ८४० और #/7 तीन रेखाएँ हैं तथा एक अन्य 
रेखा 2.१४ उन्हें तीन विभिन्न बिंदुओं 2, और /६ पर काठती है। प्रत्येक स्थिति में /.0/ अन्य रेखाओं 
की ति्रक रेखा (#ध:४०४४८/) कहलाती है। 


वह रेखा जो दो या दो से अधिक दी हू रेखाओं को विभिन्न बिदुओं पर काठती है तिर्यक रेखा 
कहलातो है! दी हुई रेखाएं समांतर भी हो सकती हैं और असमांतर भी। परन्तु इन सभी रेखाओं 
के तिरयंक रेखा के साथ प्रतिच्छेद बिंदु अवश्य ही भिन्न भिन्न होने चाहिए। 


संमांतर रेखाएँ 39 





आकृति 43.6 


4$,.3 दो रेखाओं से तियक रेखा द्वारा बनाए गए कोण 


आकृति 3.7 में ४2 और (४) दो रेखाएँ हें और 
तियेक रेखा 277 इन्हें क्रमशः बिंदुओं 2! और 00 पर काटती है । 
रेखाओं 42 और (7० से तियेक रेखा आठ कोण बनाती है। 
इत कोणों को आझृति में , 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 लिखा 
गया है। कया आप इन कोणों के पूरे नाम बता सकते हें? 





आकृति 3.7 


कोण , 2, 7 और 8 तिर्यक रेखा द्वारा दोनों रेखाओं से बनाए गए बाह्य कोण .(८द/श7ंव/ 
4॥४/००)) कहलाते हें। कोण 3, 4, 5 और 6 मंतः कोण (##/४70/ 4॥2/८5) कहलाते हैं। 


कोणों और 5 से संगत कोणों (८०7८४४०४८४४६१ «॥४/४४) का एक युग्म बनता है। इसी 
प्रकार 2 और 6, 3 और 7, 4 और 8 भी संगत कोणों के युग्म हैँ । 


कोणों 3 और 5 से अंतः एकांतर कोणों (६/॥#76/2 ४४8/70/ ८//2/65) का एक युग्म बनता है। 
इन्हें केवल एकांतर कोण (4//४772४2 ८/:४/८४) भी कहते हैं। इसी प्रकार 4 और 6 भी एकांतर कोणों 
का युग्म है! 


गणित 


प्रह्नावली 3,2 


3. आकृति 3.7 में निम्न कोणों के संगत कोण लिखिए : 


(34) ८४7५ (3) ८(0/४9 


०, आकृति 33.7 में /.7?0 के एकांतर कोण का नाम बताइए । 


543.4 दो समांतर रेखाओं से तिर्पषक रेखा द्वारा बनाए गए कोण 


झरण [ : 


चरण 2: 


चरण 3: 


चरण 4: 


चरण 5: 


आइए निम्न प्रयोग को देखें: ( 
अपने रूलर को कागज के पन्ने पर रखें और 
उसके सम्मुख किनारों के अनुदिश दो रेखाएँ & 
/# ओर ८2) ख़ींचें। रूलर को हटाने पर हमें 
दो समांतर रेखाएँ 4#& और (० प्राप्त हो जाती 
हे। 

अब एक तियंक रेखा ४" खींचें जो कि 2 और 
(४) को ऋरमदा: 2 और (2 पर काटे। साथ ही 
तियंक रेखा द्वारा दोनों रेखाओं से बनाएं गए 
आठों कोणों को , 2, 39, 4, 5, 6, 7 और 8 
से निरूपित करें जैसा कि आक्षति 33.8 में 
दिखाया गया है। आहत 3.8 


अब चाँदे से एकांतर कोणों 3 और 85 को मापे। क्‍या ये बरावर हैं / एकातिर कोण 4 
ओर 6 भी मापें। हमें क्‍या ज्ञात होता है? 

पुन: आइए संगत कोणों ] और 5 को मापें। क्या ये बराबर हैं? संगत कोण 4 और 8 
भी मापें। हमें क्‍या ज्ञात होता है? इसी प्रकार संगत कणों के अन्य दा युस्भ भी भापें। 
हमें क्‍या ज्ञात होता है ? 

अब अंतः कोणों 4 और 5 जोकि तिर्यक रेखा के एक ही ओर हैं, को मा्म। क्‍या इनका 
योग 80” है ? पुनः अंत: कोण 3 और 6 मापें और उनका योग ज्ञात करे। हम क्‍या 
देखते हें ? 





आइए इस प्रयोग को समांतर रेखाओं के एक अन्य यग्म और उनकी तियेक रेखा के साथ 


दोहराएं 


हमें दो समांतर रेखाओं से उनकी तिर्यक रेखा द्वारा बनाए गए कोणों के निघ्त गुण प्राप्त होंगे। 
यदि एक तिर्यक रेखा दो समांतर रेखाओं को काटे तो (3) एकांतर कोणों के युग्म बराबर होते 
हैं (देखिए चरण 3), (४7) संगत कोणों के युग्म बराबर होते हैं (रेंखिए चरण 4), (४४७) तिपेक रेखा 


समांतर रेखाएँ 4] 


के एक ही ओर के अंतः कोणों का योग 80” होता है (देखिए चरण 5)। दूसरे झब्दों में, तिर्यक रेखा 
के एक ही ओर के अंतः कोण संपुरक होते हैं। 


अब इस प्रयोग फो दो असमांतर रेखाओं 472 तथा ८70 और उनकी तिर्थक रेखा 727” के साथ 
दोहराएँ। (देखिए आकृति 3.9) आइए कोणों ॥, 2, 3, 
4, 5, 6, 7 और 8 को मार्पें। हम देखते हैँ कि संगत कोणों के 
पुरम ।, 5; 2, 6; 4 8्या 3, ? में से कोई भी युग्म बराबर 
नहीं है। एकांतर कोणों के यूग्म 3, 5या 4, 6 में से कोई भी 
युग्म बराबर नहीं है। अंत में, कोणों 4 और 5 या 3 और 6 
का योग 780' नहीं है। इस प्रकार हम देखते हैं कि यदि 
रेखाएँ समांतर न हों तो (4), (॥) तथा (॥) में से कोई भी 
गुण सत्य नहीं होगा। दूसरे शब्दों में, यदि एक ति्यंक रेखा दो 
रेखाओं को का तथा (7), (॥) या (४) में से कोई एक भी 
गुण सत्य हो तो दोनों रेखाएँ समांतर होती हैं । 
कल हम 3208 से कुछ गुणों का बिना इनका नाम विशेष बताए लम्ब और समांतर रेजाएँ खींचने में 
उपयोग करेंगे | 





आकहक्लति 3.9 


प्रस्नावली 3.3 


, आकृति 3.0 में, / और # दो समांतर रेखाएँ हैं। 
£ का मात ज्ञात कीजिए । 





आकृति 33.0 


2, आक्ृति 3.]7 में, 48 और ८०) समांतर हैं। & का 
मान ज्ञात कौजिए । 





आकृति 9,| 
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3, आकृति 3.2 में # और ६ समांतर हैं। 
> का मान शत कीजिए | 





आकृति [5,2 


]3. 5 सेट स्कवायर से कुछ और रचनाएँ 
१3., 5.7 एक दी हुई रेखा से उसके एक विए हुए बिदु पर एक कोण, साना 30", बनाना 
माना दी हुई रेखा 42 है तथा उस पर दिया हुआ बिदु (/ है। 





(3) आक्रति 3,3 (॥) 

हम यह भिम्न चरणों में करते हैं : 

चरण : आइए 30 सेट स्कवायर को आक्ृति 3.3 (४) के अनुसार रखें जिससे 30” कोण की 
एक भजा रेखा 8 के अनुदिश रहे । तब बिंदु (/ भी इसी भुजा पर स्थित होगा । 

चरण 2: अब सेट स्कवायर को कसकर पकड़े रहें तथा 30" के सामने वाले किनारे के अनुदिश एक 
रूलर रखें। (रूलर के स्थान पर हम दूसरे सेट स्कवायर का प्रयोग भी कर सकते हूँ।) 

चरण 3: अब झूलर को स्थिर रखते हुए सेट स्कवायर को रूलर के अनुदिश तब तक सरकाएं जब तक 
कि यह ऐसी स्थिति में न आ जाए कि ८, 30” कोण की दूसरी भुजा पर स्थित हो। [देखिए 
आकृति 3,83 (४)] 

चरण 4: अंत में सेट स्कवायर को इस स्थिति में स्थिर रखते हुए उसके किनारे के अनुदिश किरण 
(2 खींचें | 

तब ८,2८2 बांछित कोण है | 
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हम देखते हैं कि इस रचना में हमें सेट स्कवायर के कोनों का प्रयोग नहीं करना पड़ा । इस प्रकार 
यदि सेट स्क्‍्वायर के कोने टूटे ढुए हों तो भी कोण की रचना की जा सकती है। 


प्रश्तावली 3.4 


, अनुच्छेद 3,5.] की विधि का प्रयोग करते हुए एक दी हुई रेखा के दिए हुए बिदु पर निम्न 

कोणों की रचना कीजिए : 
() 45" [#) 60" (॥0) 90" 

3.5. 4 एक वी हुई रेखा के सम्ांतर उस पर न स्थित एक दिए हुए बिद्ु से होकर एक रेखा खौंचना 

भाना दी हुई रेखा 47 है तथा ८ उसके बाहर कोई बिदु हैं। हम यह रचना निम्त चरणों में 
करते हें : 
घरण : आइए दोनों में से किसी भी सेट स्कवायर को इस प्रकार रखें कि समकोण की एक भूजा 4४ 
के अनुदिश रहे । [देखिए आकृति 3.4 (४) ] 


६००. 





() आकृति 8.4 (7) 

चरण 2: अब सेट स्कवायर को पकड़े रहें तथा रूलर (या दूसरे सेट स्कवायर) को सम्रकोण की दूसरी 
भुजा के अनुदिश रखें। । 

छरण 3: अब रूलर को कसकर पकड़े हुए, सेट स्कवायर को रूलर के अनुदिश तब तक सरकाएँ जब तक 


कि वह ऐसी स्थिति में न आ जाए कि बिंढु ७ समकोण की पहली भुजा पर स्थित हो। 
[देखिए आकृति 3.4 (४£)] 
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चरण 4: अंत में सेट स्क्‍्वायर को इस स्थिति में स्थिर रखते हुए ८ से होकर इस कितारे के अनुदिश्ञ 
रेखा ८४ खींचें। 


तब ८४0 ही, ८ से होकर जाने वाली तथा 42 के समांतर वांछित रेखा है। 


त3.5.3 एक दी हुईं रेखा पर उस पर न स्थित एक दिए हुए बिदु से लम्ब खींचता 
जब दो रेखाएँ एक दूसरे से 90" का कोण बताती हैं तो वे परस्पर लम्ब (/६//८४८४८४/८/) या 
समकोण पर (4४ 778/४ ८॥2/०४) कहलाती हेँ। हम लम्ब को संकेत |. से व्यक्त करते हैं । 


माना /# दी हुई रेखा है और €' उसके बाहर कोई बिंदु है। हम यह रचता निम्न चरणों 
में करते हें: 


चरण ॥: आइए दोनों में से किसी भी सेट स्कवायर को इस प्रकार रखें कि समकोण की एक भुजा 
42 के अनुदिश रहे । [देखिए आकृति 3.5 () | 


4 
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() (3) 
आकृति 3.5 
चरण 2: अब सेट स्कवायर को कसकर पकड़े रहें तथा एक रूलर (था दूसरे सेंट स्कवायर के सबसे लम्बे 
किनारे) को इस सेट स्क्वायर के समकोण के सामने वाले किनारे के अनुदिश रखें । 


चरण 3: अब झरूलर को कसकर पकड़े हुए, सेट स्कवायर को रूलर के अनुदिश तब तक सरकाएँ जब तक 


कि वह ऐसी स्थिति में न आ जाए कि (/ समकोण की दूसरी भुजा पर स्थित हो । [देखिए 
आकृति 3.5 (४)] 


चरण 4: अंत में सेट स्ववायर को इस स्थिति में स्थिर रखते हुए (/ से होकर इस ,किनारें के अनुदिश 
रेखा (४? खींचें। 


तब (० ही 48 पर (/ से होकर व्रांछित लम्ब रेखा है । 
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पग्रश्नावली ॥3. 5 


. एक रेखाख - 7 खींचिए तंथा इसके विपरीत ओर बिंदु (' और # लीजिए। (४ से होकर 
(४०| 40 पा तथा # से होकर 277| 472 खींचिए। सेंट स्कवायर की सहायता से जाँच कीजिए कि 
(7॥%#7 है । 


आप क्या देखते हैं? एक ही रेखा के सर्मांतर रेखाएँ परस्पर सम्तांतर होती हैं। 


2, समांतर रेखाओं (0, 48 और /#क? की एक 
तिर्यक रेखा खींचिए। (देखिए आकृति 3.6) कोणों 
की , 2 तथा 3 लिखिए और उन्हें मापिए। क्‍या ये 
बराबर हैं? 





आकृति 3.6 
६0 सेमी 
3. 0 सेमी का एक रेखाखंड 4.) लीजिए। 4 जि ५ 
सें होकर 4/0 । 478 इस प्रकार खींचिए कि 4/2--5 
सेमी हो। 2 से होकर 200| 478 इस प्रकार खींचिये #£ है 
कि 70/5--0 सेमी हो । "7और # को जोड़िए । (देखिए हे 
आकृति 3,7) तब 48८४ एक आयत होगा जिसकी 
भूजाएँ 0 सेमी और 5 सेमी हैं। 4 0 पैमी 8 
आकृति 33.]7 


4, 8, 5 सेमी तथा 5.6 सेमी भूजाओं वाला एक आयत खींचिए | 
5. 40 सेमी की भूजा का एक वर्ग खींचिए। 


6, स्केल | सीटर-- | सेमी का #योग करते हुए 5 मीटर चौड़ी एक सीधी सड़क का चित्र बनाइए | 


[प्रइन में तात्पर्य यह है कि सड़क के किनारे समांतर हें तथा प्रत्येक जगह उनकी परस्पर दूरी 5 
सेमी है। चूँकि स्केल! मीटर --] सेमी है अतः हमें 5 सेमी की दूरी पर दो समांतर रेखाएं खींचनी हें। 


4( गि! 


हम कोई रेता /0 और उतर पर एक दिदू 0 हे हूँ। 
पव हु 2) पर तल 00 झत प्रार सींग हैं कि 
0-5 गरेगीहों। ( पे होकर हम 20 /॥ हींफो 
हैं। (दितिए बात !8.8] 


दोनों खाएं 8 और 27 है तहत का पि है | 





शक्ति !),॥ 


/, छत | गरी7९८ | प्रेमी का प्रयोग करते हुए 8 मोटर भोड़ी सीधी पढ़क को चित्र कचिए । 
8 एव आयतागार करे के पे का जित्र खीचिए विएती त्ा| और चौड़ाई काश: ॥ मर 
और 4 मीटर हैं। लो | मीठर> | पी का प्रयोग कीजिए 


0 खत !0 पीटर८] पी का प्रशे। करो हुए 00 मोटर ताब और 5 गटर चोर एड 
आयतावार को! वा वित्र शाशश। 


एकक ५ 


त्रिभुज 


4:! त्रिभज 
आइए आकृति 4. को देंखें। क्या आप इस हर 
आकृति का नाम बता सकते हें? यह एक त्रिभुज 
(॥7%॥8/४) है। आइए हम तिभुजों का पुनरावलोकन 
करें तथा उनके कुछ और तथ्यों का अध्ययन करें। 


त्रिभुज तीन असंरेखी बिदुओं जेसे, ), ४ और / को 
जोडने से प्राप्त रेखाखंडों 8८, (4 और .48 से बनता 
है। (देखिए आकृति 4.) इस प्रकार हमें त्रिभुज॒ 39 ई 
490 प्राप्त होता है। त्रिभूज शब्द को व्यक्त करने के आकृति 4.: त्रिभुज 
लिए संकेत (५? का प्रयोग किया जाता है। हम देखते हैं 
कि (५4.00 को /५४८/, ७८.48, 2.40 इत्यादि भी कहा जा सकता है ! 


रेखाखंड 20, (6 और 28 इस त्रिभुज की भुजाएँ (४4७) कहलाती हैं तथा इन रेखा- 
संडों की लम्बाइयाँ भुजाओं की लम्बाइयाँ फहलाती हैं। बिंदु 4, 2 और (:/ शीर्ष (7875०) कहलाते 
हैं। शीर्ष 4 भुजा 20 के सम्मुख (0//2४/४), शीर्ष » भुजा (4 के सम्मुख तथा शीर्ष (' भुजा 47 
के सम्मुख है | 


तीनों रेखाखंडों 20, ("4 और 48 से कितने (अंतः) कोण बनते हैं? स्पष्ट है, तीन कोण। 
ये कोण 240, ८8,4 तथा /८४ हैं। इन्हें केवल /.4, //# तथा /( से भी व्यक्त किया जा सकता 
है। ८.4 भुजा 00 के सम्मुख, /“.? भुजा (4 के सम्मुख तथा /0 भूजा 47 के सम्मुख है। 


आक्ृति 4. में हम कह सकते हैं कि भुजा 2८ तिभुज का आधार (2४४८) तथा सम्मूख 
कोण 4 शीर्ष कोण (०४४74 ८८६/८) है। परन्तु, वास्तव में त्रिभुज की किसी भी भुजा को आधार 
तथा उसके सम्मुख कोण को शीर्ष कोण माना जा सकता है। 


भुजाओं की लम्बाइयों का योग अर्थात्‌ 204-04-+-48, /५480 का परिमाप (/४/४४६४४) 
कहलाता हे। 
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4.2 जत्रिभुज का अभ्यंतर और बहिर्भाग 

हम किसी घर या खेत के अभ्यंतर और वहिर्भाग के बारे बात किया करते हैं। हम यह भी कहा 
करते हूँ कि पूटबाल का खिलाड़ी 2 के अंदर अर्थात्‌ अम्यंतर [प्रत्येक गोल (80७) के पास का 
अधवत्ताकार क्षेत्र] में है । 

आइए एक भूखंदड और उसकी सीमा (20ए7०४7५) पर विचार करें। सीमा के अंदर कोई भो 
वस्तु उसके अभ्यंतर में हे तथ। सीमा के बाहर कोई भी वस्तु उसके बहिर्भाग में है। यदि कोई व्यक्ति 
अम्यंतर से बहिर्भाग या विलोमत: बहिर्भाग से अभ्यंतर में जाना चाहे तो उसे सीमा को अवध्य पार 
करना पड़ेगा | 

हम कोण के अभ्यंतर और बहिर्भाग की चर्चा करते समय इन कल्पनाओं का पहले ही प्रयोग कर 
चुके हैं। अब हम तिभुज के लिए भी ऐसा ही करेंगे । 

आइए कागज़ के पन्ने पर एक त्रिभुज 20 खींचें। 
त्रिभुज, तल के (सभी) विदुओं को तीन भागों में 
विभाजित करता है। पहला ऐसे बिदु /?, जिन्हें हम कहते 
हैं कि ये त्रिभुज के अंदर स्थित हें। दूसरा ऐसे बिदु (2, 
जिन्हें हम कहते हैं कि ये त्रिभुज के बाहर स्थित हैं। तथा 
तोसरा ऐसे बिदू 22, जो कि त्रिभुज की किसी एक भुजा 
पर स्थित हैं । (देखिए आकृति 74.2) तल का वह भाग रा कम आय 
जिसमें ऐसे सभी बिंढू £ स्थित हैं त्रिभुज का अस्यंतर.. ४77 5 
(४270 क्री ॥2 #7ढ४४४०) कहलाता है। 2? जैसे 
सभी बिंदु अभ्यंतर की सीसा (20६06) क ६8४ ४४४2/२४7) 
बनाते हैं। ७42८ के अभ्यंतर और उस की सीमा को मिलाकर त्रिभुजाकार केत्र (#7०064द८/ 
7८४7०४) कहा जाता है । 


तल का वह भाग जिसमें ऐसे सभी बिदु 2, स्थित हैं, त्रिभुज का बहिर्भाग (७६४/४४४0/ ० ४४८ ४74/2//) 
कहलाता है। अब आकृति 4.2 में बिदुओं 2 और 4 को देखें। ये 8८ के एक ही ओर स्थित हैं। 2? 
और .8 के बारे में आप क्या देखते हैं ? / और ( के बारे भें आप क्या देखते हैं ? हम देखेंगे कि अम्यंतर 
के सभी बिदु जैसे कि / जिभुज की प्रत्येक भुजा के उसी ओर स्थित हैँ जिस ओर कि सम्मुख शीर्ष । 

आइए अब दो ओ (2 और 4 को देखें। ये 2८ के एक ही ओर स्थित हें। इसी प्रकार बिंदु (2, 
और 2, ८4 के एक ही ओर स्थित हैं। परन्तू बिंदुओं 0 और ( के बारे में आप क्या देखते हैं ? ये 48 
के विपरीत ओर स्थित हैं। इस प्रकार त्रिभुज के बहिर्भाग के न उसके अभ्यंतर के बिदुओं से कुछ भिन्न 
प्रकार के हैं । क्या अब हम त्रिभुज के अमभ्यंत्तर और वहिर्भाग को पहिचानने का कोई नियम बता सकते हैं ? 
नियम है कि 

तिभुज के अम्यंतर के सभी बिदु प्रत्येक सुजा के उसी ओर स्थित होते हैं जिस ओर कि सम्मुस्र शीर्ष । 


हम यह भी देखते हैं कि हम तिभुज की एक भुजा को बिना पार किए (काटे) 2 से (2 या / से 
#£ तक नहीं पहुँच सकते । 





भाकृति 4.2 


्रिभुज ' 49 


प्रश्नावली 4., 
७. के] ३० हां (7 हे. _े६ 
., आक्ृति 4.3 में कितने विभिन्न त्रिभुज हैं? प्रत्येक का नाम #<८< 
बताइए । लि 
3 
९ हु थ्य 
आकृति !4.3 


2. आक्ृति 4.3 के कौन कौन से त्रिभुजों के बहिर्भाग में 2 स्थित हैँ? कौन कौन से त्रिभुजों की कम 
से कम एक भूजा पर /? स्थित है ? 


3. आकृति 4,4 के सभी 28, | के नाम बताइए। इनमें से 
कौन से त्रिभुजों के अभ्यंतर में 2! स्थित है ? कौनसे त्रिभुजों के बहिर्भाग 
में / स्थित है ? कितने न्रिभुजों की कम से कम एक भ्रृजा पर 4 स्थित 
है ? कितने त्रिभुजों की कम से कम एक भूजा पर » स्थित है ? 





आकृति 4.4 


4-3 त्रिभुज के कोणों का योग 


4.3.4 एक नुकीली पेंसिल की सहायता से आइए अपने सेंट स्कावायर की बाहरी रूप रेखा (०४४ /॥725 ) 
खींचें। प्रत्येक एक त्रिभुज है। अब प्रत्येक त्रिभुज के कोणों को मा्पें। 30* सेट स्कवायर से बने त्रिभुज 
के कोण 30", 90", और 60" होंगे। इन कोणों का योग क्या है ? 45" सेट स्कवायर से बने त्रिभुज 
में कोणों का योग क्या है ? हम देखेंगे कि प्रत्येक त्रिभुज में कोणों का योग 80” है । 


4.3-2 आइए एक त्रिभुज 48८ बनाएँ और उसके 
कोणों को चाँदे से मार्पें। इसके कोणों का योग कया है ? 


4. 3.3 आइए एक रेखाखंड 26 लें और बिंदु 2 पर 
50” का एक कोण बनाएँ तथा ८/ पर 60” का। (देखिए 


आकृति 4.5) हमें एक /.4.8८ प्राप्त होता है। अब द 
“4 को माएें! “.8+ /72-- //८ कितना है ? 50) /60५ 
8. ५. 


आकृति 4,5 


++क९--म्मजराकमिजक. 
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. £# और ८ पर विभिन्न कोण बनाकर, आइए इस प्रयोग को दोहराएं तथा प्रत्येक स्थिति 'में तीनों 
कीणो ता योग ज्ञात करें। हम देखेंग कि 
त्रिभुज के कोणों का योग 780' होता है । 


4,4 न्यून कोण, समकोण और अधिक कोण त्रिभुज 

हम त्रिभुजों का उनके कोणों क॑ अनुसार भिम्न प्रकार वर्गीकरण करते हैं : 

वह तिभुज जिसके सभी कोण स्यूव कोण हों न्यूतन कोण त्रिदुज् (6८४९ # ८८7४८) बाहलाता 
[देखिए आकृति !4.6 (४)] 


ग् ८ दि 
ह 8 / हे 8 ५ ह 
(|) (॥) (॥) 
सयूनकोण तिभुज समकोण विभुज अधिककोण त्रिभुज 
आकृति 4.6 


वह त्रिभुज जिसका एक कोण समकोण हो समकोण जिभुज (772// ४74॥/४४९) कहलाता है । 
(देखिए आकृति 4,6 (॥)] दोनों सेंट स्कवायर समकोण त्रिभुजों के उदाहरण हैं। 


अंत में, वह त्रिभुज जिसका एक कोण अधिक कोण हो अधिक कोण त्रिभुज (०८४८४८ ४४/०0/६४४०) 
कहलाता है। [देखिए आकृति 4,6 (70) ] 


प्रब्नाषष्ली 4.2 


. क्‍या आप एक से अधिक समकोण वाला एक तजिभुज लींच सकते है ? 
2. कया आप एक से अधिक, अधिक कोण वाला एक त्रिभुज खींच सकते है ? 


त्रिभुज [5॥ 
3, /५472८ में 
() ८4-40”, ८“85--60"। ०८ ज्ञात कीजिए । 
(पी) ८45२ ८/.9560" “0 ज्ञात कीजिए । 
(7) /45-5-0", /2--40?। “0 ज्ञात कीजिए । 
(9) ८8590, /4--८५८। ८4 और “८ ज्ञात कीजिए । 
4. प्रश्न 3 में कौनसे त्रिभुज 
(क) न्यून कोण त्रिभुज 
(ख) समकोण त्रिभुज 
(ग) अधिक कोण तिभुज 


5, क्‍या निम्न कथन सत्य हैं ? 
(7) किसी त्रिभुज के सभी कोण न्यून कोण हो सकते हैं। 
0) किसी त्रिभुज का एक कोण समकोण तथा शेष कोण न्यून कोण हो सकते हें । 
(४) किसी तिभुज के दो कोण समकोण और तीसरा कोण न्यून कोण हो सकता है । 
(7५) किसी त्रिभुज में दो अधिक कोण हो सकते हैं। 
6. एक त्रिभुज 48८ खींचिए। 478 को एक बिंदु 2) तक इस प्रकार बढ़ाइए कि 3, .4 और 
2 के मध्य स्थित हो। (82, /.407४ तथा “(0.48 को मापिए तथा जाँच कीजिए कि 
८087 -- /८/८4४-- / 4079 
7. एक त्रिभुज 472८ में 82--2,4 सेमी, 4८"-,8 सेमी तथा 826<-2.4 सेमी है। 
उसका परिमाप ज्ञात कीजिए । 
8, (450 का परिमाप (७०८४ के परिमाप से दुगुना है। क्‍या &.4-+८“2-- ८८ 
 +८20+-८.8+ ८/" है 
9. किसी त्रिभुज के कोण :2:3 के अनुपात में हूं। उसके कोण ज्ञात कीजिए। यह किस 
प्रकार का त्रिभूज है ? 


0. किसी त्रिभुज के कोण : : 2 के अनुपात में हैं। उसके कोण ज्ञात कीजिए 


सो 


4, कोई त्रिभुज 42८ खींचिए और 4.8 का मध्य-बिदु < मान लीजिए। 22 | 2८ इस 
प्रकार खींचिए कि 2" भुजा 46 पर स्थित हो । 
(६) 49 और 270 को सापिए और जाँच कीजिए कि ये बराबर हें । 
(70) 9? और 26 को मापिए और जाँच कीजिए कि &2<्जै 20. 
2. कोई त्रिभुज 4.00 खींचिए। 2८ को एक बिंदु £ तक इस प्रकार बढ़ाइए कि ८ बिंदुओं 58 
और / के मध्य स्थित हो । सेट स्क्वायर का प्रयोग करते हुए ८८” | 2.4 खींचिए । 
() ८2.40 और /.4८४" को मापिए तथा जाँच कीजिए कि ये हि | 
() ८480 और /#7४ को मापिए तथा जाँच कीजिए कि ये बराबर हूँ । 
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4. 5 विषमबाहु, समद्विबाहु और समबाहु ज़िभुज 
हम त्रिभुजों का उनकी भुजाओं के अनुसार निम्न प्रकार वर्गीकरण करते हैं : 
यदि विभुज की सभी भुजाएँ लम्बाई में असमान हां तो वह विषमबाहु त्रिभुज (3८6/2४6 #74/॥8/8) 


कहलाता है। [देखिए आक्ृति 4.7 ()] हम प्रायः इस नाम का प्रयोग नहीं करते ब्योंकि अधिकतर 
जो त्रिभुज हम खींचते हैं या जो हमें देखने को मिलते हूँ वें विषमबाहु ही होते हें । 


(. 
(. 
(_ 
| , 2 ि के ८ है 
(() () (॥॥) हि 
विषमबाहु तरिभुज समद्विबाहु जिभुज समबाहु तिभुज 
आकृति 4.7 


यदि त्रिभुज की दो भुजाएँ बरावर (समान) हों तो वह समद्विबाहु त्रिभुज (770९७ ॥76/१2//) 
कहलाता है। [देखिए आकृति 4.7 (४) ] । 


यदि त्रिभुज की सभी भुजाएँ बराबर हों तो वह समबाहु त्रिभुज (९(बंबा॑शदा #पं7३४४) 
कहलाता है। [देखिए आकृति 4.7 (9)] 


हम एकक 2(72 में देखेंगे कि विषमबाहु त्रिभुज के सभी कोण असमान होते हूँ, समद्विबाहु तरिभुज 
भें बे भुजाओं के सम्मुख कोण बराबर होते हैं तथा यह कि समबाहु त्रिभुज के सभी कोण बराबर 
होते है । 
4,6 भत्रिभुज की किन्‍्हों दो भुजाओं का योग 
आइए एक निभुज 42८ ख़ींचें और उसकी भुजाएँ मापें । 
कया 2८-८4 >.48 है ? क्या 2८--.48>८.4 है? क्‍या (4--.ध >.20 है ? 


अब इस प्रयोग को रच ओर तिभुजों के साथ दोहराएँ। आप क्‍या देखते हैं ? हम देखेंगे कि त्रिभुज 
की फिन्‍हों दो भुजाओों फा योग सीसरी भुजा से बढ़ा होता है । 
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प्रशावली 4.3 


आइ्ति [4.8 में तीन समद्वियाहु विभूज दिए है। उनकी बराबर भूजाओं के नाम बताइए। 


८८ 


आकृति 4.8 


2, एक त्रिभुज की प्रत्येक भेजा, परिमाप की एक तिहाई है। यह तिभूज किस प्रकार का है ! 
3. एक समद्विबाहु विभुज का एक कोण 20' है। अध्य दोनों कोण ज्ञात कीजिए । 
4. एक समह्िवाहु विभूज का एक कोण 90" है। अच्य दोनों कोण ज्ञात कीजिए | 


| 


एकक 5५ 


दत्त 


5,] वृत्त 


हम पिछली कक्षाओं में वृत्त से संबंधित अनेक संकल्पनाओं जैसे कि केन्द्र (४४॥/१४), त्रिज्या 


(74०75), वृत्तलंड (४८६॥८४॥४ ४ 4 ८7८४), त्रिज्यखंड 
(5०८/07), उसका अभ्यंतर (#४70) और बहिर्भाग 
(८४४79) के बारे में पहले ही पढ़ चुके हैं। हम 
इस एकक में इनका संक्षेप में पुनरावलोकन करेंगे तथा कुछ 
और संकल्पनाओं का अध्ययन' करेंगे। बृत्त, तल के ऐसे सभी 
बिंदुओं से बना होता है जो कि तल में एक दिए हुए बिदु, 
मान लीजिए ८, से समान दूरी, माने लीजिए /, पर हों । 
(देखिए आकृत्ति 5,) बिंदु ८ वृत्त का केद्ध तथा दूरी # 
त्रिज्या कहलाती है। कभी कभी वत्त' शब्द को संकेत ७ 
से भी व्यक्त किया जाता है। 


मान लीजिए बिदु 4 केन्द्र ४ और त्रिज्या ? वाले किसी वृत्त 
पर स्थित है। ७ और 4 को जोड़िए। (देखिए आक्ृति 5.2) 
रेखाखंड (4 जिसकी लम्बाई है, भी वत्त की त्रिज्या कहलाती 
है। यह बेहतर- होगा कि इस रेंखाखंड को कोई दूसरा नाम 
दिया जाए। 

त्रिज्य रेखाखंड (7०7८४ ४28४४) एक अच्छा नाम 
होगा । परन्तु तिज्या शब्द का दो अर्थों में प्रयोग चिर प्रचलित 
है और हम इन्हीं प्रयोगों का अनुकरण करेंगे। हम देखते हैं कि 
दूरी । के अर्थ में वृत्त की केवल एक ही त्रिज्या है जबकि केन्द्र को 
9 के किसी बिंदु से जोड़ने वाले रेखाखंड के अथ में चाहें जितनी 

ज्याएँ हो सकती हें। 
यदि वृत्त पर कोई अन्य बिंदु 2 स्थित हो तो रंखाखंड (7 


आकइति 5.: वृत्त 
8 


आकऋति 5.2 


की वही लम्बाई होगी जो कि रेखाखंड ८4 की है। इस प्रकार (8, (.4 के बराबर है। हम यह 


निष्कर्ष निकालते हें कि वृत्त की सभी त्रिज्याएं बराबर होती हूँ। 


व्त्त 55 


आइए, आक्ृति 5.2 में त्रिज्या 4(/ को बढ़ाएँ जिससे वह वृत्त से पुनः 2 पर मिले। रेखाखंड 
#.), वृत्त का व्यास (८/८४८४४४/) कहलाता है। स्पष्ट है कि 4(/--८४०। इस प्रकार व्यास 
#/0-- 280 । 

दूसरे शब्दों में, व्यास को लम्बाई 27 अर्थात्‌ त्रिज्या की दुगुनी है। हम केवल यह भी कह सकते 
हैं कि वृत्त का व्यास 29 है। वृत्त की परिमाप उसको परिधि (८४7८४॥४/४॥८४) कहलाती है । 
5,2 चाप ओर जीचाएँ 


माना केन्द्र “' के किसी वृत्त पर 2 और 0 दो बिदु हैं | 
(देखिए आकृति 75.3) बिंदु 2 और 09 वृत्त को दो 
भागों में विभाजित करते हैँ। प्रत्येक भाग चाप (८४) 
कहलाता है । 





आकृति 5.3 
उपर्यक्त आक्ृति में दोनों में से किसी भी भाग को चाप 202 कह सकते हैं। हम चाप ४2 को 


व्यक्त करने के लिए संकेत /(? का प्रयोग करते हें । चूंकि यहाँ दो चाप (2 हूँ, इसलिए हमारे कार्य 
में इससे कुछ भ्रम उत्पन्न हो सकता है। इस भ्रम से बचने के लिए हम वृत्त पर.एक तीसरा बिंदु, मान लीजिए' 


4, जैसा कि आकृति सें दिखाया गया है अंकित कर लेते हैँ और इस भाग को चाप 40 अर्थात्‌ 2.40 
कहते हैं। 

सामान्यतः दोनों चापों (९ में से एक, दूसरे चाप से बड़ा होता है। बड़ा चाप दीघे चाप (#:660/ 
4/०) तथा छोटा चाप लघु चाप (%४४०/ ८7०) कहलाता है। इसका दोनों चापों को पहिचान करने 
में भी उपयोग किया जाता है। 


र्चज़ त 
यदि हम .वुत्त पर स्थित किन्‍्हीं दो बिंदुओं 2 और 9. ९? 


को मसिलाएँ तो रेखाखंड 26 बृत्त की जीवा (०४०/४) 
कहलाती है । (देखिए आक्ृति 5.4) निस्संदह, जब जीवा 
केन्द्र ४ से होकर जाए तो वह व्यास बन जाती है। (देखिए 
आकृति 5,5) दूसरे दाब्दों में, वत्त का व्यास वह जीवा है 
जो केन्द्र से होकर जाए 


आकृति 5.4 
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वुत्त का व्यास जैसे कि "(2 वृत्त को दो बराबर 
चापों, मान लीजिए, 240 और 220 में विभाजित 
करता है। आकृति को व्यास 20 के अनुदिश मोड़ कर 
यह जाँच की जा सकती है कि दोनों चाप बराबर हैं। ५) 
मोडने पर चाप 2,400 ठीक चाप 22800 पर पड़ेंगा। इनमें 
से प्रत्येक चाप अर्धवुत्तीय चाप (उद्एएद/८;वा 47८) या 
केवल अर्धवत्त (४४॥727८४८) कहलाता है। 


5 
आकृति 5.5 


माना ८ केन्द्र वाले वृत्त पर 2 और (2 कोई दो बिढ हैं । 
आइए 2? और € तथा (0 और (7 को जोड़ें । (देखिए आकृति 
5.6) हम कहते हैं कि चाप ?( केन्द्र पर कोण ८0 
बनाता है। हम यह भी कह सकते हूँ कि जीवा /?(? केन्द्र पर 
कोण (0 बनाती है। वृत्त का व्यास केन्द्र पर कसा कोण 
बनाता है ? स्पष्ट है, एक ऋजु कोण | 





आकृति ,5, 6 


प्रदनावली 5,7 


3, निम्न त्रिज़्याओं के वृत्त खींचिए : 
(क) 4 सेमी (ख) 2.6 सेमी (ग) 3.5 सेमी 
2. निम्न व्यास वाले वृत्त खींचिए : 
(क) 6 सेमी (ख) 8,4 सेमी (ग) 5 सेमी 
3. बताइए कि निम्न में से कौन से कथन सत्य हैं और कौन से असत्य | 
(क ' 33483 सभी त्रिज्याएं बराबर होती हैं। 
ख / चुत्त की एक जीवा है। 
ग) वृत्त का व्यास उसकी त्रिज्या का दुगुना होता है। 
घ) एक वृत्त के दो केन्द्र हो सकते हें। 





वृत्त 57 


4. केन्द्र 20 और 3,5 सेमी त्रिज्या लेकर एक वृत्त खींचिए। दो त्रिज्याएं 0.4 और 07% इस- 
प्रकार खींचिए कि //402--60* हो | (चाँदे का प्रयोग कीजिए) 4 और 8 को जोड़िए और 
जीवा 4# मापिए। क्‍या / 0.40 समबाह त्रिभुज है? 


5. ८ को केन्द्र मातकर किसी भी त्रिज्या का एक वृत्त खींचिए। कोई तीन जीवाएँ खींचिए 
जो केन्द्र से होकर न जाएँ। साथ ही वत्त का एक व्यास भी खींचिए। व्यास और प्रत्येक जीवा 
की लम्बाई मापिए। कौन सबसे लम्बा हे ? हम देखेंगें कि व्यास, बत्त की सबसे लम्बी जीवा है । 


8, किसी भी त्रिज्या का एक वत्त और उसकी एक 
जीवा 4.3 खींचिए ज॑ंसा कि आक्ृति 5.7 में दिखाया गया है। 
माना जीवा के एक ही ओर वृत्त पर तीन बिंदु 72, »' और ० हैं । 
इन बिंदुओं को 4 और 25 से मिलाइए। /4&8, 477 
और 4027 मापिए। क्‍या ये बराबर हें! 





आकृति 45.7 
? 
7. 6 केन्र मानकर किसी भी जत्रिज्या का एक वृत्त 
खींचिए। मान लीजिए 48 कोई जीवा है और 2 वृत्त पर 
स्थित कोई बिंदु है जेसा कि आकृति 5.8 में दिखाया गया है। 
42, 22, 4८ और 2८ खींचिए । ८4779 तथा “4८४2 को 
मापिए तथा जाँच कीजिए कि “(2-2 ./ 472 । 
(८०0) 8 
आकृति 5.8 


8. वृत्त का एक चाप केन्द्र पर 00? का कोण बनाता है। तदनरूपी दीध चाप द्वारा केन्द्र 
पर बताया गया कोण ज्ञात कीजिए | 
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5.3 बुत्त का अभ्यंत्त और बहिर्भाग 


माना तल में कोई बिदू 0 हैं। आइए 0 को केन्द्र "( 
मानकर और कोई त्रिज्या # लेकर एक वृत्त खींचें। तब, 


वृत्त तल के (सभी) बिंदुओं को तीन भागों में विभाजित & 
करता, है। पहला ऐसे बिंदु », जो वृत्त के अन्दर स्थित हैं। शी. 
दूसरा एसे बिंदू (९, जो वृत्त के बाहर स्थित हैं तथा तीसरा ह 
ऐसे बिंदु /?, जो कि वृत्त पर स्थित हें। (देखिए आकृति | 0. 7) 
5.9) तल का वह भाग जिसमें ऐसे सभी बिंदु 2 ।' ()  .#.॥ ः । 
स्थित हूँ वृत्त का अभ्यंतर कहलाता है। 2 जेसे सभी ५ । 
बिंदुओं से अभ्यंतर की सीमा बनती है। वृत्त के अभ्यंत्तर | 
और उसकी सीमा को मिलाकर जृत्तोय क्षेत्र (67०४/4/ कप 4 
728४700) कहते हैं । 3 अ मिविि 


' क्षाकृति 5,9 
तल का वह भाग जिसमें ऐसे सभी बिंदु (2 स्थित हों बुत्त का बहिर्भाग कहलाता है। 


माना 0 केन्द्र और त्रिज्या # वाले वृत्त के अम्यंतर में 2 कोई बिंदु है। आइए 0 और 2? को 
जोड़ें और 02 को बंढ्ाएँ ताकि वह बृुत्त को 4 पर कादे। 
(देखिए आक्ृति5, 0) स्पष्ट है कि0/ वृत्त की त्रिज्या ८्र 
04 से छोटा है। दूसरे वाब्दों में, बुत्त के अभ्यंतर के किसी 
भी बिंदु 2 के लिए 02 <+ होता है। 

पुनः माना (2 वृत्त के बहिर्भाग में कोई बिंदु है। अब 
0 ओर (2 को जोड़ें। रेखाखंड 00 वृत्त को माना बिदू 2 
पर कांटता है। (देखिए आकृति 5.0) स्पष्ट है | 
00० ७०2। क बहर्माम (28 वृत्त की एक त्रिज्यां है। 
इस प्रकार, वृत्त के के किसी भी बिंदु (2 के लिए 
00>” होता है। 

क्या अब हम यह निर्धारित करते का कोई नियम 
बता सकते हैं कि एक बिदु वृत्त के अम्यंतर में है या 
बहिर्भाग में है या कि वृत्त पर है? नियम है कि : आकृति 5.0 
बिवू ?? केन्द्र 0 और ज्िज्या + वाले बत्त के अष्यंतर में, बुत्त पर या दत्त के बहिर्भाग में स्थित होगा 
जबकि क्रमश : (22<+, 07--+ या 070>+ हो। 

हम यह भी देखते हैँ कि यदि हमें अम्यंतर के किसी बिंदु से बहिर्भाग के किसी बिंदु तक या विलो- 


मतः बहिर्भाग के किसी बिदु से अभ्यंतर के किसी बिंदु तंक जाना हो तो हमें वृत्त को अवदये ही पार 
करना (काटना) पड़ेंगा। ह 





5.4 वृत्त-खंड ओर जिज्यखंड 
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माना 0 केन्द्र वाले वृत्त ९ / और (2 कोई दो बिंदु हें। आइए / और /2,को जोड़ें। 'जीवा 


20, वृत्तीय क्षेत्र को दो भागों में विभाजित करता है। 
इनमें से प्रत्येक एक वृत्त-खंड (5८6#९४ 0 6 ८7८४ ] 
कहलाता है। हम इनमें से प्रत्येक को वृत्त-खंड /?(१ कहते 
हैं। स्पष्ठ है जिस तृत्त-खंड 20 में क्र स्थित है वह 
बड़ा वृत्त-खंड है। परन्तु यहाँ हम यह मान लेते हूँ कि 
जब तक कि अन्यथा कहा न जाए वृत्त-खंड (2, से हमारा 
तात्पर्य दोनों वृत्त-खंडों में से छोटे वाले वृत्त-खंड से होगा! 
आकृति 5.7 में वृत्त-खंड (2 को छायामय (:/६ं८४) 
बिखाया गया है । 


पुनः माना 0० केन्द्र वाले वत्त पर £ और (0 कोई दो 
बिंदु हें। आइए 0और £# तथा 0 और (2, को जोड़ें। 
दोनों त्रिज्याएँ 0? और 00 वत्तीय क्षेत्र को दो भागों में 
विभाजित करती हैँ। इनमें से प्रत्येक वृत्त का त्रिज्यस्ंड 
(४८४०४) कहलाता है। हम इनमें से प्रत्येक को त्रिज्यखंड 
070 कहते हें। स्पष्ट है जिस जिज्यखंड 02!) में दी 
चाप सम्मिलित है वही दोनों त्रिज्यखंडों में बड़ा है। पनरतु 
हम यह मान लेते हैं कि जब तक कि अन्यथा कहा न जाए 
त्रिज्यलंड 070 से हमारा तात्पयं छोटे वाले त्रिज्यखंड से 
हा अर्थात्‌ उस त्रिज्यखंड से होगा जिसमें लघ॒चाप सम्मिलित 

। 


आकृति 5.2 में जिज्यखंड 0709, को 
छायामय दिखाया गया है। “700, त्रिज्यलंड का 
कोण (८/:९/४ ([ ॥१४ 5४८0) कहलाता है । 


प्रशनावलोी 5:2 





आकृति 5.44 


आकृति 5,2 


. दो बिंदु 0 और 2? दिए हूँ। 0 को केन्द्र मानकर एक वृत्त खींचिए जो कि बिंदु 2? से होकर 


जाए। 


भ्रम्पंतर में 


2, पा ९ ग्रौर 2, दिए हैं। £7 को केन्द्र मानकर एक ऐसा वृत्त खींचिए कि /, उसके 
। 
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रहे 3, दो बिंदु ८ और / विए हैँ । € को केन्द्र मानकर एक ऐसा वृत्त खींचिए कि /? उसके बहिर्भाग 
में रहे । 
4, एक वृत्त ओर उसके बहिर्भाग में एक रेखा खींचिए । क्या आप एक ऐसी रेखा खींच सकते 
हैं जो कि पूर्णतया वृत्त के अभ्यंतर में हो ! 
5. 3 सेमी त्रिज्या का एक वृत्त खींचिए ओर इसका एक कर 209, ऐसा बनाइए कि जीवा 
/(, की लम्बाई (:) 3 सेमी, (!) 4 सेमी, (77) 8 सेमी ही | 
6. 3,5 सेमी त्रिज्या का एक वृत्त खींचिए तथा इसमें वृत्त-खंड 2(१, इस प्रकार छायांकित 
(४॥6८4०४) कीजिए कि जीवा 20 द्वारा केन्द्र पर बनाया गया कोण 
(४) 30", (४) 45", (') 60" हो। 
[इन कोणों को बनाने के लिए चाँदे का प्रयोग कीजिए ।] 
7. 4 सेमी तिज्या का एक वृत्त खींचिए और उसमें निम्न कोणों के त्रिज्यखंड खींचिए : 
(4) 35" (7) 75" (॥) 420" (7ए) 240" 
प्रत्येक के लिए अलग अलग चित्र बनाइए । क्‍ 


एकक 597 


परकार से कुछ रचनाएँ 


6.] एक दिए हुए फोण के बराबर कोण बनाना 
माना 2/6 दिया हुआ कोण है। इस कोण के बराबर कोण हम निम्न चरणों में बनाते हूँ : 
चरण : हम एक किरण 2/£ खींचते हूँ । 
चरण 2: हम परकार (८०/१४/55४7) को थोड़ा खोलकर और उसके नुकीले सिरे को 4 पर रखकर 
एक चाप //४ खींचते हैं जो कि 8 को 7 पर तथा 40 को //४ पर काठता है । 


/ [ 3 [) रि 
आकृति 6,! 


चरण 3: प्रकार के फैलाव में बिनां कोई परिवतन किए अब हम उसके नुकौले सिरे को /0 पर रखकर 
207 को 2 पर काठता हुआ एक चाप 20 खींचते हूं। 

चरण 4: इसके बाद हम परकार को उठाकर उसके नुकीले सिरे को 7. पर रखते हैं तथा उसके फलाव 

... को इस प्रकार व्यवस्थित करते हैं कि पेंसिल वाला सिरा 26 पर रहे। 

चरण 5: पुनः परकार के फैलाव में बिना कोई परिवत्तन किए अब हम नुकीले सिरे को /! पर रखकर 
चाप 200 को /? पर काठतां हुआ एक चाप खींचते हूँ। | 

चरण 6: अंत में हम 2) और /? को जोड़कर किरण 207 खींचते हें । 
तब, १707? बांछित कोण है। (देखिए आक्ृत्ति 6.) 
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प्रदनावली 6,7 


. अपने चाँदे की सहायता से जाँच; कीजिए कि आकृति 6.] में दिए कोण 8.4८ और 
2727 बराबर हैं । 

2, पुन: आकृति 6.] लीजिए। एक अक्स करने वाले कागज पर /.8.4(/ का अक्प खींचिए। 
क्या आप इस अक्स को //57077 पर इस प्रकार रख सकते हैं कि यह ठीक ८ 75707? पर पड़े ? 

[क्या इससे एक अक्स करने के कागज़ और नुकी ली पिन की सहायता से दिए हुए कोण के बराबर 
कोण बनाने की एक अन्य विधि का संकेत मिलता है ? ] 

3, एक न्यून कोण 2.6 दिया हुआ है। परकार का प्रयोग करते हुए निम्न कोणों के बराबर 
कोण बनाइए : 

(क) 2८.84 (ख) 3८240 

4, चाँदे की सहायता से 50" का एक कोण बताइए तथा परकार की सहायता से इस कोण 
के बराबर कोण बनाइए 

5, कोई दो न्‍्यून कोण 3.40 और 7£707' खींचिए। परकार की सहायता से इत्त कोणों के योग 
के बराबर एक कोण बनाइए 

6, कोई दो कोण 200 और 2.40 खींचिए । परकार की सहायता से इन कोणों के अंतर के 
बराबर कोण बनाइए | 


6. 2 दिए हुए कोण को समद्विभाजित करना 
आपको याद होगा कि किसी कोण को समठिभाजित करने का अर्थ होता है उसको दो बराबर 
कोणों में विभाजित करना । 


माना 402 दिया हुआ कोण है। हम इसे निम्न चरणों में 
समद्विभाजित करते हें 


चरण ]: 0 को केन्द्र मानकर तथा एक उपयुक्त त्रिज्या 
लेकर आइए 0.4 को / तथा ०४ को 0/ पर 
काटता हुआ एक चाप खींचें। 





माकृंति 6.2 


परकार से कुछ, रचनाएँ 6$ 


चरण 2 कक हम 2. को केन्द्र मानकर तथा $ 7.0४ से अधिक (क्यों ? ) त्रिज्या लेकर एक चाप 
ते हें । 
चरण 3: अब हम 2४ को केन्द्र मानकर तथा चरण 2 वाली त्रिज्या लेकर एक चाप खींचते हें जो कि 
मारा. चरण 2 में खींचे गए चाप को / पर काट्ता है । 
चरण 4: अंधे हम किरण 00 खींचने के लिए 9 और 2 को जोड़ें 
तब॑ 0८ वांछित किरण है जो कि ८.40 को समद्विभाजित करती है । (देखिए आकृति 6,2) 
बया आप कागज़ को 00 पर मोड़कर यह जाँच कर सकते हैं कि ८402-- / (08? ' 


प्रदनावली 6.2 


!, चाँदें की सहायता से आकृति 6.2 में दिए कोणों 402, 400 तथा (/0/ को मापिए। 
निम्न की जाँच कीजिए 
र्ि ) ८.400- /(02 
ख) /400-- ८608-- / 409 
(ग) 2./.400--52./(/089-- /.407 
2. आकृति 6.2 लीजिए। /.406 का एक अक्स करने वाले कागज़ परः अक्स खींचिए और.. 
इस अकक्‍्स को “(0०४ पर रखिए। क्‍या “40८ और /(:०४ बराबर हैं ? 
3. चाँदे की सहायता से एक 70" का कोण बनाइए तथा परकार की सहायता से इसे सम- 
टद्विभाजित कीजिए | प्रत्येक आधे को मापिए। 
6. चाँद की सहायता से एक 32" का कोण बनाइए तथा परकार से इसे समद्विभाजित कीजिए। 
चादे से प्रत्येक आधे को मापिए। # | 
“5. 20" का एक कोण बनाइए तथा परकार से इसे चार बराबर भागों में विभाजित कीजिए ॥ 
चाँदे की. सहायता से जाँच क्रीजिए कि प्रत्येक भाग 30? के बराबर है। 
#6, कोई त्रिभुज 486 खींचिए। परकार की सहायता से कोणों 4, 2 और (7 के समद्विभाजक 
खींचिए । आप क्या देखते हैं 
उपर्यक्त रचना को कोई और त्रिभूज ,लेकर दोहराइए आप क्या देखते हैं? हम' 
देखेंगे कि त्रिभुज के तोनों कोणों के समद्विभाजक एफ. ही बिंदु पर 


6.3 एक वुत्तीय क्षेत्र को छः बराबर भ्रिज्यसंडों में विभाजित फरना ,, 
. माना दिए हुए वृत्त का केत्र 0 है तथा त्रिज्या # है। हम ग्रह रचना निम्न चरणों में करते 


हूँ 
उरण : भाएए केस 0 को.बृत्त पर स्थित किसी वितु 4 से जोड़ें। - 


चरण 25: अब हम 4 को केन्द्र मानकर तथा दी हुई 
त्रिज्या # लेकर बृत्त को 8 पर काटता 
हुआ एक चाप खींचते हैं। 

घरण 3: फिर 2 को केरद्र मानकर तथा वही 
त्रिज्या # लेकर हम वृत्त को (' पर 
काटता एक अन्य चाप खींचते हैं। 
श्सी जिया को जारी रखते हा हम 
बिंदु 22, £ और #' प्राप्त करते हे । 





आकृति 46,3 


चरण 4: 028, 0८, 020, 202: और (४९ खींचिए | 
तिज्यखंड 402, 8200, 002, 00४, 207' और 70.4 ही वृत्त के छः बराबर वांछित 
त्रिज्यखंड हैं। (देखिए आकृति 6.3) 
... कोणों 402, #06, ८७०, 20४, 207 तथा 20.4 को मापिए। क्‍या ये बराबर हैं ? हम 
देखेंगे कि प्रत्येक कोण 60" का है। 


6.4 60" का कोण बताना 
३ कथ च्छेद 6.3 में प्रत्येक त्रिज्यलंड का कोण 60" है। अतः इस रचना से हमें 60" का कोण 
बनाने के लिए निम्न चरणों का संकेत मिलता है : ६ 
छरण ॥: हम एक किरण 04 खींचते हैं। 
चरण 2: 0 को केन्द्र मानकर और एक उपयुक्त का 
त्रिज्या लेकर आइए 0.4 को 2. पर 
काटता हुआ एक चाप 2.0४ खींचें | 
सरण 3: अब 2, को केन्द्र मानकर तथा वही (५ 
त्रिज्या (0.2: के बराबर) लेकर, जो (५ 
कि चरण 2 में ली थी, हम चाप 7.04 
को।/ पर काटता हुआ एक अन्य चाप 


सींचते गन । 
सरण 4: अब हम 02 खींचने के लिए 0 
और ४ को जोड़ते हैं। 5 [ दर 


तब “408, 60” का वांछित कोए 
है। (देखिए आकृति 6.4) आकृति 6.4 


प्रकार से कुछ रखनाएँ १6$ 


प्रन्‍नावली 6. 3 


30” का एक कोण बनाइए। 
[संकेतः 30"--3 (60?) ] 
2, 20" का एक कोण बनाइए। 
[संकेत ः: 207--2( 607) ] 
3, 35", 75? और 240" के कोण बनाइए 
# 4, 90" का एक कोण बनाइए। 


[संकेत : 60" का एक कोण बनाइए और उसे समद्विभाजित कीजिए। अब 30" में 60'या 
60" में 30" जोडिए।॥] 


6,8 90” का कोण बनाना | 

प्रश्नावली 6, 3 के प्रइन 4 में हम 90” के कोण बनाने की एक विधि का संकेत दे चुके हैंँ। अब 
हम नीचे एक दूसरी विधि दे रहे हें। निम्न चरण आवश्यक हैं 
खरण : हम एक किरण 0. खींचते हूँ । 


चरण 2: 0 को केन्द्र मानकर और एक उपयुक्त 
त्रिज्या लेकर हम (04 को /, पर काटता 
एक चाप 7.2४ खींचते हैं । 





आकृति 6.5 


चरण 3: फिर /. को केन्द्र मानकर तथा वही त्रिज्या लेकर (07. करे बराबर) जो कि चरण 2 में थी 
हम 2.0४ को 2? पर काटता हुआ ४क चाप खींचते 

घरण 4: तब 2? को केन्द्र मानकर तथा वही त्रिज्या लेकर (0/., के बराहर) चाप 2.84 को एक. 
अन्य बिंदु (2 पर काटता हुआ ४क चाप खींबते हें। 


रण 5: आइए अब किरण 02 लींचने के लिए 0 और 2? को तथा किरण 00 खींचने के लिए 
0 और 2 को जोड़ें। 
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तब, 40.2 और 206 में से प्रत्येक कोण 60* का है। 
घरण 6: अब हम //#206 को किरण 0.0 से समद्विभाजित करते हैं । 
तब, /.402, 90" का वांछित कोण हैं। (देखिए आक्ृति 6,5) हम यह भी कहते हैं कि 
07), बिवु 0 पर 04 पर लम्ब है या यह कि 200, 20 से 0. पर लम्ब है। संकेतन 
में हम इसे 070 |0.4 था 20 । 0.4 लिखते हैं। 
यह देखा जा सकता है कि 90" के कोण की रचना एक ऋजु कोण को समध्विभाजित करके भी को 
जा सकती है। (देखिए प्रश्नावली 6.4 का प्रश्त 3) 


प्रहनावली 36.4 


3, 45" का एक कोण बनाइए । 
संकेत; 45" --३(907)] 
2, 35" का एक कोण बनाइए । 
संकेत: 35'--90?-- 457] 
3, एक ऋजु कोण को समद्विभाजित करके 90" का एक कोण बनाइए । 
4, निम्न कोणों की रचना कीजिए : 
228, १50'" 


6.6 एक दी हुई रेखा के बाहुर एक विए हुए बिंदु से होकर उस रेखा के समांतर एक रेखा सोचना 
माना दी हुई रेखा 478 है और ८: उसके बाहर कोई बिंदु है। हम यह रचना त्तिम्त चरणों में 
करते हैं : 
खरण 4: आइए 47 पर कोई बिंदु 20 लें और उसे 
0 से मिला दें। 


खरण 2: फिर हम 2? को केन्द्र मानकर तथा एक 
उपयुक्त त्रिज्या लेकर 48 को 7. तथा 
220 को ४ पर काठता हुआ एक ज्राप 
खींचते हें । 

खरण 3: अब ( की केन्द्र मानकर और वही त्रिज्या 
(207. के बराबर) लेकर जो कि चरण 
? में ली थी हम ८४०) को 2 पर काठता 
हुआ एक चाप 2१7२ खींचते हैं। आकृति 6.6 
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धरण 4: अब हम परकार के नुकीले सिरे को // पर रखकर उसके फैलाव को इस प्रकार व्यवस्थित 
करते हैँ कि पेंसिल वाला सिरा 0/ पर रहे। तब हम उसके फैलाव में बिना कोई परिवर्तन 
किए तथा 2 को केंद्र मानकर चाप 27१ को 0 पर काटता हुआ एक चाप खींचते हें । 
शरण 5: अब हम रेखा ८४ खींचने के लिए (' और / को जोड़ते हैं। 
तब (८ ही दिए हुए बिंदु 6 से होकर जाने वाली तथा 42 के समांतर वांछित रेखा है । 
(देखिए आकृति 6.6) 
यह देखा जा सकता है कि हमने समांतर रेखाएँ खींचने के लिए बराबर एकांतरः कोणों के एक 
युग्म की रचना की है। 


प्रद्नावली 6, 5 


. कोई त्रिभुज 48८ खींचिए और 4.8 का मध्य-बिदु 2 मान लीजिए । 2? से होकर 7८ 
के समांतर एक रेखा खींचिए जो कि 40 को, मान लीजिए, £ पर काटती है। 4£ और 57८ 
मापिए। क्‍या 75, ८ का गध्य-विदु है? 

2, 8 सेमी ज्षम्बाई का एक रखाखंड 48 खींचिए। इसके बाहर कोई बिद्दु ७ लीजिए। 
0 से होकर 429 के समांतर एक रंखा खींचिए। 


6,7 त्रिभुज को रचना करना जब कि उसकी तीनों भुजाएँ दो हुई हें 
मान लीजिए हमें उस त्रिभुज की रचना करनी है जिसकी भुजाएँ क्रमश :0 सेमी, 8 सेमी 
तथा 7 सेमी हें। हम यह निम्न चरणों में करते हैं : 
घरण : हम 0 सेमी लम्बाई का एक रेखाखंड 20 खींचते हें। 
घबरण 2: फिर #& को केन्द्र मानकर और 8 सेमी त्रिज्या 
लेकर हम एक चाप खींचतें हैं । 
चरण 3: तब, ८ को केन्द्र मानकर और 7 सेमी न्रिज्या लेकर 
हम एक दूसरा चाप खींचते हैं जो कि पहले चाप 
को माना 4 पर काठता है । 
चरण 4: अब हम 4 और 2 तथा 4 और ८ को जोड़ते हैं। 
42८ वांछित त्रिभुज है। (देखिए आकृति 6.7) १0 सेमी 
आकृति 6,7 





प्रअतावली 6.6 


, निम्न भुजाओं के त्रिभुज की रचूत कीजिए : बा 
(4 ) 4 सेमी, 4.5 सेमी, 2.9 सेमी (7) 6.2 सेमी, 6 सेमी, 9 सेमी 
(3) 4 सेमी, 4.3 सेमी, 5 सेमी (7५) 5 सेमी, 4 सेमी, 3 सेमी 
(५) 439 सेमी, 2 सेमी, 5 सेमी 
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2. क्या आप ऐसा त्रिभुज खींच सकते हैं जिसकी भुजाएँ 8 सेमी, 4 सेमी और 3 सेमी हों ! 

[पहले 8 सेमी लम्बाई का एक 
रेखालंड, मान तीणिए, 20 स्रींचिए। 
तब 2 को केद्ध मानकर तथा 4 सेमी | _ 
ज्रिज्या लेकर एक चाप ख्ीचिए। पुनः ७ 8 रह लक 
को केंद्र मानकर और 3 सेमी भिज्या 
लेकर एक दूसरा चाप खींचिए। (देखिए आक्षति 6,8 
आकृति 0,8) क्या दोनों चाप परस्पर 
काठते हूँ ? हम देखते हैँ कि यदि हम चापों की जगह पूरे वृत्त भी खींच लें तो भी दोनों चाप परस्पर 
नहीं काटते। अतः हमारी रचना असफल रहुती है। हम 8 सेमी, 4 सेमी और 3 सेमी भजाओं का 
त्रिभुज नहीं खींच सकते। क्या आप इसका कारण बता सकते हैं? वया आपको याद है कि ब़्िभुज में 
किन्हों भी दो भुजाओं का योग तीसरी भुजा से अद्दय ही बड़ा होना चाहिए । - 

3, एक समबाहु त्रिभुज को रचता कीजिए जिसकी प्रत्येक भुजा 6 सेमी हो। इसके कोण 
मापिए। आप क्या देखते हैं ! 

प्रत्येक भुजा 5 सेमी लेकर इसे रचना को दोहराइए। पुनः आप क्या देखते हैं ! 
हम देखेंगे कि समबाहु त्रिभज के सभी कोण बराबर होते हू। साथ हो प्रत्येक कोण 60' का है। 

4, एक त्रिभज /70 ब्लींचिए जिसमें 00-८४ सेमी तथा /2<-/(--5 सेमी हो। यह 
त्रिभुज किस प्रकार का है? कोणों 0 और (' को मापिए। आप क्षया देखते हैं ! 

5, एवं तिभुज ॥8(/ खीचिए जिसमें 0(/ «7 सेभी, #2-:6 रोमी तथा (:/-7 सेमी हो। 
यहू त्रिभुज किस प्रकार का है? कोणों 4 और 2 को मापिए। क्या ये वराबर हैं ! 

प्रदन 4 और 5 से हम देखेंगे कि समहिबाहु त्रिभुज में बराबर (समान) भुजाओं के सम्मुख कोण 
बराबर होते हैं। 

6. 5 सेमी, 6 सेमी तथा 7 सेमी भुजाओं वाला एक त्रिभुज खींचिए और उसके कोण मापिए। 

7 4,5 सेमी, 5.6 सेमी तथा 7 सेमी भुजाओं वाला एक तिभुज ख्ींचिए और उसके कोण 
मापिए। 

प्रद]न 6 और 7 से हम देखेंगे कि विषमदाहु त्रिभुज में सभो कोण असमात (॥॥/६४८/) होते हैँ। 


एकक ऊँशा 
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7.7 इस एकक में हम कुछ सरल ठोसों के आकारों का अध्ययन करेंगे। परन्तु पहले हम कुछ ऐसी 
आधारभूत संकल्पनाओं को व्याख्या करेंगे जो कि हमारे लिए बाद में उपयोगी होंगी । ह 


37.2 समतल आकृतियों की सर्वांगसप्रता 
आइए एक गत्ते का बरिभुजाकार टुकड़ा लें। हम इसे एक कागज के पन्ने पर रखते हैं और इसकी 
रूप रेखा (०४/7772) खींचते हें। हमें एक त्रिभुज, 
मात लीजिए, (20 प्राप्त होता है। अब हम गर्तें 
को दूसरे स्थात पर रखते हैं और पुनः उसकी रूप 
रेखा खींचते हें। हमें फिर एक विभुज, मान 
लीजिए, /0/:/7 प्राप्त हो जाता है। हम इन दोतों 
त्रिभुजीं को भुजाओं के बारे में क्या कह सकते हैं? ४ ट ग्रह 
आइए कल्पना करें कि दोतों त्रिभुज स्वयं गत्ते के बनें आकृति 7.] 
हुए हैं। क्या हम एक त्रिभुज को उठाकर दूसरे । 
प्र इस प्रकार रख सकते हूँ कि वह दूसरे को पूर्णतया ढक ले या दूसरे शब्दों में दूसरे के साथ संपाती हो 
जाए? स्पष्ट है, हाँ! ऐसे दो त्रिभुज सर्वांगसम (८४27४2/) कहलाते हैं। दूसरे शब्दों में, दो 
जिभुज सर्वांगसम होते हैं यदि उनकी तदनुरूपी भुजाएँ बराबर हों । 


सर्वांगसमता की. संकल्पना किन्ही भी दो समतल आक्ृतियों के लिए लागू की जा सकती है। इस 
प्रकार, वो समतल आक्ृतियाँ सर्वांगतम होती हैं यदि, यह कल्पना करते हुए कि बे गत्ते के ठुकड़े हें, एक 
फो उठाकर दूसरे पर इस प्रकार रखा जा सके कि वह दूसरी को पूर्णतया ढक ले अर्थात्‌ दूसरे के साथ 
संपातो हो जाए। ये सर्वांगसम आकृतियाँ तभी प्रकार से बराबर होती हें। 


क्या अब आप कह सकते हैं कि दो आयत सर्वांग्सम होंगे यदि उनकी लम्बाइयाँ बराबर हों तथा 
उनकी चौड़ाइयाँ बराबर हों ? दो वर्ग कब सर्वांगसम होंगे ? 
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८7८) ०) ८) 


(9 
आकृति 7.2 
आक्ृतियों 47.2 () और (४) मैं सर्वांगसम बहुभुजों (#०!)४०४४) के दो युग्म दिखाए गए हैं । 
7.3 सम बहुभुज 
यदि किसी बहुभुज को सभी भुजाएँ बराबर हों तथा सभी कोण बराबर हों तो वह सम बहुभज 
(742४/2/ (०१४०४) कहलाता है। आकृति 7,3 में ऋमश: 3, 4, 5 और 6 भुजाओं के सम बहुभुज 


दिखाए गए हैं । 
(५) (५) ० क्‍ 


(3) (मं) (77) (४५) 
समबाहू्‌ त्रिभुज तगं सम पंचभुज सम षड्भुज 
आकृति 7.3 | 
प्रत्येक सम बहुभुज के अंदर एक ऐसा बिंदु, मान लीजिए, 0 है जोकि प्रत्येक 
शीर्ष से बराबर दूरी पर है। यह बिंदु सम बहुभुज का केन्द्र (८०४४८) कहलाता है। 
7.4 ऊर्ध्वाधर और क्षेतिज विद्याएँ 

आइए एक डोरी का एक सिरा पकड़ें और उसके दूसरे सिरे पर एक पत्थर 

बाँध कर लटकाएँ। डोरी तनी हुई लटकी रहती है और एक रेखा निरूपित 
करती है। (देखिए आकृति 7.4) इस रेखा की दिशा एक ऊर्ध्याधर दिद्या 
(०2४४४८६ 4772८४४०४) तथा'यह रेखा एक ऊर्ध्बाघर रेखा (०४४४८४४ ४४०) कट्ठलाती 
है। यदि हम एक दूसरी डोरी इसी प्रकार लटकाएँ तो वह भी ऊर्ध्वाधर दिशा 
में लटकेगी। दोनों डोरियों की दिशाएँ एक ही हैं तथा इन दिशाओं के अनुदिश 
रेखाएँ समांतर हैं। वास्तव में, सभी ऊर्ध्बाधर रेंखाएँ समांतर होती हैं। इस 
प्रकार, हम केवल एक ऊर्ध्बाधर दिश्ञा की बात कर सकते हैं । क्‍ | दर 
ऊर्ध्वाधर रेखा का एक अन्य उदाहरण साहुल (7/ए०-77०८) है। राज कृति 7.4; 
(77980॥ ) इसका प्रयोग यह जाँच करने के लिए करता है कि वह जो दीवार डोरी से लटका 

बना रहा ; वह सीधी है या नहीं | आइए एक आयताकार कमरे के फर्श, छतंमौर हुआ पत्थर 
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द्ीधारों को देखें। फर्षा चौरस: है कहते हैँ कि यहु एक पैतिज शय (##रंट०ढांं |[ 70९४ 
में है। छत का तल भी एक क्षैतिज लहै दीवारें फ्ं पर सीधी खड़ी हैं बोर ल्‍ 
प्रत्येक जंगह साहुल के समातर हैं। ४ दीवारों के फलक (806४) ऊर््बाधर 
बला (7:८4 /#/वआा6 ) 'क॑ उदाहरण हें। 
क्षितिज तल में स्थित प्रत्येक रेखा एक क्षेतिज रेखा (#00226#४% 6४) 
कहलाती है। आप फर्श या छत के किनारों के बारे में क्या कह सकते हैं ? उन 
किनारों के बारे में क्या कह सकते हैं जिनमें दिवारों के युग्म परस्पर मिलते हैं ? 





आकृति 7.5 : साहुल 
7.5 घनाभ रे 
आइए आकृति 7.6 () में दिए एक बबस के चित्र को देखें। हम इसे आयताकार सभातर 
पड़फलक (76//48४८८" #६/६/४४०/४/४८ ) या केवल घन्राभ (८४६ ०४४) कहते हैं। घताभ के अन्य 
उदाहरण हैं : ईंट, आयताकार कमरा या अलमारी । 





७) बस का चित्र | | (४) घनाभ 
आकृति 7.6 
हम देखते हैं कि घनाभ के आठ कोने अर्थात्‌ शीर्ष होते हें। मान लीजिए ये 4, 2, 0, 2, 7? 
/, ७ और 7 हैं। [देखिए आकृति 7.6 (४)] 
इसके बारह (सीधे) किनारे होते है। ये हे: 44, 26, 096, खद; 42, 20 बम, #6; 
42, 89, 09, ८6। साथ ही, इसके छः सभतल फलक होते हं। श्रेहें: 
-. 4969, कदम; 40%, 206प्त, 4एमपार, 2067 
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आईए फल्रक 48९2 का आकार देखें । हम देखेंगे कि भुजाएँ पर 
3 स्‍ः रे ए 48 और (2 

साथ हो भुजाएँ .4/0 और 2८' बराबर हैं। ईसक साथ ही, सभी कोण 4, 82, € और /0 बमकोए पर 
इस प्रकार /8८7 2268: है इसी प्रकार, शेष पाँचों फलक भी आयत हे । हो 

वनाभ क बारह किनारों को ऊपर चार चार के तीन प्षमहों में ईि देखते 

३, के तारों किनारे हा है ण्प्प्ट लखा गया ! हे 
अआ। समूह के चारों किनारे 48, /277, 22८ और #2 बराबर हैं और समांतर है यही अन्य पदों 
कैनाहों के लिए सत्य है। इस प्रकार हम देखते हैं कि बारह किनारों की केवल तीन विभिन्न लम्बाइयाँ ह। 

मा सबसे बड़ी को घनभाभ की लम्बाई (/४८2//) कहते हैं। शेष दो में से एक, चौड़ाई (6४८०४ 
था 2४४ सा 2) तैथा दूसरी मोटाई (£#/८/॥88४) या गहराई (४/४४५) या ऊँचाई (#८४६/४) कहलाती हैं 
ये तीनों लम्बाइयाँ घनाभ की तीन विमाएं [ 472720576/%5 ) कहलाती हूँ । कल 


47.6 घन 


एक घनाभ जिसकी लम्बाई, चौड़ाई और ऊँचाई बरा- 
बर हों, घन (०2/८) कहलाता है। घन में सभी छः फलक 
सर्वांगसम वर्ग होते हैं तथा सभी बारह किनारे बरावर होते 
हैं। [विखिए आकृति 7 ,7] 





आक्ृति' 37.7: घन 
| 


प्रन्‍्नावली 47.7 


. आकृति 7.6 (7) में फलक 42८20 और &/76/7 देखिए । हम देखते हूँ कि ये 
सर्वांगसम आयत हैं और क्षमांतर हूँ। फलकों के अन्य दो युग्मों के नाम बताइए जो कि सर्वांगसम और 
समांतर हैं । 

2, हम यदि आक्ृति 7.6 (४) में 48--420 हो तो उसके फलकों 49670 और 77767 के क्या 
आकार होंगे ? 

3, हे आकृति 7.6 (४) में 4.0 --.4& हो तो उसके फलकों 47077 और 2८6% के 
क्या आकार होंगे ? 

से 4, आक्ृति 37,6 (7) में यदि तीन कितारे 40, 4.0 और .4£ बराबर हों तो घताभ के 
लकों का क्‍या आकार होगा ? 

5, आकृति 7.6 (॥] में देखिए कि फलक 2८% तथा 87% में एक उभयनिष्ठ किनारा 
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(००77707 €(8० ) 42 है। हम यह भी कहते हैं कि फलक 48८72 और 47577 कितारे 
49 में प्रतिच्छेव करते या मिलते हैं। इसी प्रकार प्रत्येक किनासा दो फलकों में उभयनिष्ठ है। उन 
फलको के युग्मों के नाम बताइए जिनके उभयनिष्ठ किनारे निम्न हैं : 

() खत (४) 60. (#) झट 

: 6, किनारों 4.8, (/2 और 4£ में जीर्ष .4 सर्वनिष्ठ (20गरायणा ) है। [देखिए आकृति 7.6 

(४)] हम यह भी कहते हैँ कि ये किनारे 4 पर मिलते था प्रतिच्छेद करते हें। इसी प्रकार प्रत्येक 
शीर्ष पर त्तीत किनारे मिलते हैं। उन तीन किनारों के नाम लिखिए जो 

(3) 32, (४) 2, (४) ७ पर मिलते हैं। 

7, घनाभ के छः फलक होते हैं। तीन फलकों 48:70, 48977 और 47077 में शीर्ष 4 
सर्वनिष्ठ है अर्थात्‌ ये फलक एक े 4 पर मिलते हें। अन्य होष तीन फलक #6फ, 29667 
और 2८८४, ० पर मिलते हैं। [देखिए आकृति 77.6 (४7)] .4 और ७ को घताभ के शीर्षो का 
सम्मुख युग्स (०//४०४४४ ८78) कहते हैं तथा 4/? घनाभ का विकर्ण (४४४2०॥८४) कहलाता है। 
अन्य तीन सम्मुख शीर्षों तथा तदतुरूपी विकर्णों कें नाम बताइए । 


8. एक गत्ता लीजिए। इस पर 5 सेमी भुजा के छ: सर्वांगसम वर्ग बनाइए जैसा कि आर्ति 
7,8 में दिखाया गया है। 


॥ 





आकृति 77.8 : घद का जाल 


इन वर्गों में से प्रत्येक, घन का एक फलक निरूषित करता है। अब इस' आकृति को भत्ते में से 
काट लीजिए और इसे बिदुंकित रेखाओं (4०४४८ ४755) के अनुदिश इस प्रकार मोड़िए कि एक से 
अंकित शीर्ष पास पास आ जाएँ। हमें घन का एक प्रतिरूप (#०४४) प्राप्त हो जाता है । [इस प्रतिक्स 


खफा 
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को सेलोटेप (८४॥०४2/०) या गोंद लगे हुए कागज़ के टेप से जोड़ा जा सकता हैं] क्या अब आप देख सकते 
हैं कि वर्गों को आक्ृत्ति 77.8 में दिखाए गए एक विश्येष प्रकार से ही क्‍यों खींचा गया था ? 
इस आकृति में दिए गए आकार को घन का जाल (४४) कहते हैं । 
9. एक धताभ, जिसकी लम्बाई, चौड़ाई और ऊँचाई क्रमश: 4 सेमी, 3 सेमी और 2 सेमी है, का 
जाल खींचिए। इस जाल से घताभ का प्रतिरूप बनाइए | 


[संकेत : घनाभ का जाल आकृति 37.9 में दिलाया गया है। इसे बिदुंकित रेखाओं के अनुदिश 
मोड़िए ताकि एक से अंकित बिंदु पास पास आ जाएं | हि हमें घनाभ का प्रतिरूप प्राप्त हो जाता है 
जिसकी लम्बाई, चौड़ाई और ऊँचाई क्रमशः 4 सेमी, 3 सेमी और 2 सेमी हैं । 





आकृति 7.9: धनाभ का जाल 


यदि आप इसमें से आयत अणद्प्र को छोड़ दें तो आपको एक धबिना ढककन के वक्‍स का जाल 
प्राप्त हो जाएगा । वास्तव में गत्ते आदि के डिब्बे या बक्से ऐसे ही जालों से बनाए जाते हैं ।] 


0 एक घनाभ का प्रतिरूप बनाइए जिसकी लम्बाई, चौड़ाई और ऊँचाई क्रमदाः 5 सेमी, 4 सेमी 

और 3 सेमी हैं । 
टिप्पणी जब कोई घनाभ (या घन) किसी भेज पर रखा जाता है तो उसके ऊपरी और निचले फलक क्षैतिज 
होते हैं तथा चारों पाइवे फलक (5४४6 /४०४४) अर्घ्बाधर होते हैं। साथ ही, ऊपरी और निचले फलक 
के आठों किनारे जैतिज होते हैँ तथा शेष चार किनारे ऊर्ध्वाधर होते हैं। इस स्थिति में निचला फलक 
घनाभ (या घन) का आधार (2८5४०) कहलाता है तथा इसकी लम्बाई और चौड़ाई क्रमशः घनाभ 


(या घन) की लम्बाई और चोड़ाई कहलाती हैं! ऊर्ध्वाधर किनारों की लम्बाई घताभ (या घन) की 
'कंचाई कहलाती है। » 
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7.7 छलम्ब प्रिम्म 

आइए आकृति 7.0 में दिए हुए ठोस को' देखें। 
इसके पाँच फलक हें। इनमें दो सर्वांगसम एवं समांतर त्रिभज 
426 और ०7 हैं तथा तीन आयत 8%7४, ८4707 और 
42.57 हैं। इसके नौ कितारे और छः शीर्ष हें। यदि ठोस को 
एक मेज़ पर हस प्रकार रखा जाए कि दोनों त्रिभजाकार फलक 
क्षितिज हों वो कितारे 470, 8.४ और (५० ऊर्ष्बाधर होंगे। हम इस 
ठोस को त्रिभुजाकार आधार का लम्ब प्रिज्म (77886 67978 ०8 ६ 
॥#74॥24/०/ 2452) या केवल त्रिभुजाकार लम्ब प्रिज्न (#7//०7 
7727 /४४77) कहते हैं । 

चतुर्भुज, पंचभुज, इत्यादि आधार वाले प्रिज्म भी हो सकते 
हैं। प्रत्येक लम्ब प्रिज्म में उसका आधार और सम्मख फलक दो 
सर्वांगसम बहुभुज होते हैं जबकि शोष सभी फलक आयत होते हें। 
ऊर्ध्वाधर किनारों, जो कि सभी वरावर और पमांतर हें, में से किसी 
एक की लम्बाई को भश्रिज्म की ऊँचाई (#४४2/४/) या लम्बाई कहा 
जा सकता है। 

हम देखते हैं कि घताभ एक प्रिज्म है। (क्यों ?) वास्तव 
में, कभी कभी घनाभ को आयताकार लम्ब प्रिज्य [#४८८ह४/०/ न्‍ 
77828 #7#57४) भी कहते हैं । आकृति 7.0: लम्ब प्रिज्म 


|] 
ग्ामानीकाटू. बज... गाज... वाषानी!.. चमक. »न्‍>---+ . ७... ओम. जन्‍म. ऑन... धीमी फानय 
री 
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प्रदनावली 7.2 


, आकृति 7.0 में हम देखते हैं कि किनारा £/, फलकों 222#' और 2८7४ में उभयनिष्ठ 
हैं। अन्य किनारों में से प्रत्येक, फलकों के एक युग्म में उसयनिष्ठ है। उन फलकों के युग्मों के नाम 
बताइए जिनमें निम्तलिखित किनारे उभयनिष्ठ हे 

(4) () ८... (9) 48 


2, आक्रृति 7.0 में देखिए कि प्रत्येक शीर्ष पर तीन किनारे 
मिलते हैं। उन' तीनों किनारों के नाम बताइए जोकि निम्न शीर्षों पर 
मिलते हें 


() 4 (#)&. (४) 6 
3. पंचभजीय आधार (###4६०४८/ 8८8४४) के प्रिज्म को देखिए। 
(आकृति 77.)) इसके सभी फलकों, कितारों और क्षीर्षों के नाम 
बताइए। . 
4. बिना आकृति खींचे, निम्न आधारों के प्रिज्मों में फलकों 
कितारों और दीर्षों की संस्याएँ बताइए 
() पड्भुण (3) अष्ठभुज 
[दया अब आप इस लियम का अतुमात लगा सकते हैं कि पदि... भाहति 77 
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आधार के बहुभुज की शुजाओं की: संख्या ४ हो तो प्रिज्म के फलकों को संख्या ॥-+- 2, किनारों की संख्या 
%% तथा दीर्षो की संख्या 2% होती है' ? ] 
7.8 पिरेसिड 

आइए आकृति 7.2 में दिए हुए ठोस को 
देखें । इसके पाँच फलक हैं। इन फलकों में एक 
चतुर्भुजीय आधार 7072 तथा चार विशुजाकाण 
फलक 042, 026, 0०८79 भौर 024 हैं। 
त्रिभुजाकार फलक' एक सर्वेन्िष्ठ विदु 0७ पर मिलते हूँ । 
हम इस ठोस को चतुर्भणीय आधार का पिरेमिड 
((7/८॥74) कहते हूं । 

0 पिरंमिड का शोर्ष कहलाता है। इस पिरैसिड / 
के आठ किनारे 0.4, 08, 00, 07), 48, 80, (० 
और 224 तथा पाँच जीप 0,.4,2,(/ और » हूँ। 

अन्य आधारों जैसे कि त्रिभुज, पंचभुज, पदभुज, 
इत्यादि के भी पिरेमिड हो सकते हूं । 





आकृति 47.!2: पिर॑मिड 


त्रिभुजाकार आधार का पिरेमिड चतुष्फलक (#८४72/८४/०॥) ह 
कहलाता है | (देखिए आक्रति 7.3) इसके चार फलक होते 
हैं और इनमें से प्रत्येक एक त्रिभुज होता है। चतृष्फलक के छ: 
किनारे और चार शीर्ष होते हैं । चूंकि चतृष्फलक के सभी फलक 
त्रिभुज हैं इसलिए इलमें से किसी एक को उसका आधार 
माना जा' सकता है तथा इस फलक्र के बाहर वाले कोने 
को उसका वीप॑। यदि किसी चतुष्फलक के सभी किनारे 
बराबर हों तो वह्‌ एक सस चतुष्फलक (#८6४74/ /£7/०॥४६/07 ) 
कहलाता है। 





आकृति 7,43: चतृष्फतक 


आपने मिल्नके महान पिरेभिडों के बारे में के 308 के की कम हे हि. 
७] ५ ँ पे ञआा धारों हा पः 
बनाए गए थे। ये वर्गीय आधारों (अच४&8 0608 | पर विए कह 
हम हैं। (देखिए आकृति 7.4 ये किस प्रकार वनाए गए ? कोई (६ नहीं 2034 ह 
कब्रिस्तान थे? कोई नहीं जानता। कया इनमें कोई गुप्त रहस्य छिपा हुआ है : 
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मारुति 27.4 : मिन्न के पिरैसिड 
संयुक्त अरब गणराज्य के नई दिल्ली स्थित दूतावात के प्रैस ब्यूरों के सौजन्य से 


प्रदनावलो 7.3 


8, आकृति 7.23 में दिए चतृष्फलक के सभी फलकों, किनारों और शीर्षों के नाम बताइए । 

. 2. चनुष्पलक के दो फलक 0.48 तथा 0.40 किनारे 0.4 पर प्रतिच्छेद करते हैं तथा शेष दो 
फलक 02८ तथा 4.20 क्रिनारे 20 पर प्रतिच्छेद करते हैं। (देखिए आकृति 77,3) 0.4 और 20 
बहुष्फलक फे सम्मुण किनारे (०//४०४॥१ ८४६८) कहलाते हैं। पम्मुक्ष कितारों के अस्य दो युग्मों के 
ताम बताइए । ए 


3. एक गत्ते के टुकड़े पर 6 सेमी की भुजा का एक 
समबाहु त्रिभुज खींचकरः उसे काट लीजिए । इसके प्रत्येक शीर्ष 
को 2 से व्यक्त कीजिए। माना .4, 8 और (/ क्रमशः इस त्रिभुज 
की भुृजाओं के मध्य-बिंद हें। इनको बिदुंकित रेखाओं द्वारा 
जोड़िए। (देखिए आकृति 7.] 5) हमें एक चतुष्फलक 4/(90 
का जाल प्राप्त होता है जिसका प्रत्येक किनारा 3 सेमी लम्बा है। 


0 





जाकृति 7.5: बतुष्फलक का जाल 


78 ह गामित 
गत्ते को बिदुंकित रेखाओं 8८, (0५ और 48 के अनुदिश मोड़िए ताकि तीनों कोने / पास पास आ 
जाएँ। हमें एक चतुष्फलक का प्रतिहुप प्राप्त हो जाता है जिसका प्रत्येक फलक 3 सेमी भुजा का एक 
समबाहु त्रिभुज है। क्या;.बढ एके सम चतुण्पालक हैं ? 
4, 4 सेमी के किनार वाल एक सम चतु"कक का जाल खींचिए तथा उसका प्रतिरूप बनाइए। 


5, पंचभुजीय आधार के पिरैमिड को देखिए। (भाक्ृति 
7.6) इसके फलकों, कितारों और द्षीर्षों के नाम बताइए तथा 
उनकी सख्या ज्ञात कीजिए । 


(० + 
रे (_ 
आकृति 7.6. 


+ 6. बिना आकृति खींचे तिम्न आधारों के पिरैमिडों में फलकों, किनारों और शीर्षों की संख्याएं 
बताइए ; 
(४) षड़भुज (४) सप्तभुज 
... तिया अब आप इस तियन का म आ लगा सकते हैं कि यदि आधार में # भुजाएं हों तो पिरैमिड। 
के फलकों कि संख्या ॥-- , किसारों की संख्या 2% तथा शीर्षों को संख्या ॥४-- होती है ” 


87, 9 बफ़ुफलक 


* वे सभी ठोस जिनके आकारों के विषय में हमने अभी तक पढ़ा है,बहुभुजीय फलकों के हैं। 
वह ठोस जिसको शतह ( कद 3 फलकों फी बनो हो है हे (2०2/४47०४) कहलाता' 
है।। यदि किसी बहुफलक में कोई छेद (#0/0) त हो तो वह सरल ४79४४) बहुफलक कहलाता है! . 
. हमने अमी तक जितने वहुफलक पढ़े हें वे सभी सरल बहुफलक है। 
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आइए तिम्न सारणी को पूरा करें। माना /, ४, और 7 क्रमशः उत बहुफलकों के फ़लकों 
किनारों और शीर्षो की संख्या व्यक्त करते हैं, जोकि पहले स्तंभ में दिए हुए हैं। के द 
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त्रिभुगाकार प्रिज्म 


पंचभुजीय प्रिज्म 


चतृष्फलक 











घतुर्भजीय आधार 
पर पिरेमिड 











आइए अंतिम स्तंभ पर विशेष ध्यात दें। हम क्या देखते हूँ ! 

स्विटजञ रलेण्ड के एक महान गणितश ऑयलर (703-78 छत अपना अधिकांश समय 
इस में वहाँ के राजा (८४०) से प्राप्त वत्ति (४9०70) पर व्यतीत किया, ने यह खोज की कि प्रत्येक 
सरल बहुफलक के लिए 


/#..#-- 7-९ होता है। 
पह आयल्र का सूत्र (28४ /0॥07) .कहलाता है। 


एकक ऊँ शा। 


रशखिक सममभिति 


8.4 भूमिका 


हम कुछ सममित आक्ृतियों ($#क/४7८4/ /4९7४४ ) से पहले से ही परिचित हैं। सममिति 
(39॥४/9), कला में एक बहुत ही महत्वपूर्ण भूमिका (706) अदा करती है। यह सुन्दर 
डिजाइनें बताने में कलाकार की सहायता करती है। क्या आपको अपनी देखी हुईं सुन्दर इमारतों 
जैसे कि मंदिर, मंस्जिद, महल तथा अन्य ऐतिहासिक स्मारक चिन्हों. (60764 ॥004॥80) 
के बारे में कुछ याद है? इनमें से प्रत्येक में कलाकार ने समभिति की कल्पना का प्रयोग किया है। 
आगरे का ताजमहल इनका एक बहुत ही सुन्दर उदाहरण है। (देखिए आकृति 8.) 
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प्रकृति की बहुत सी वस्तुओं में भी हमें सममिति देखने को मिलती है। आहृति 8.2 में ऐसी 
दो सममित वस्तुओं के चित्र दिए हैं। मनुष्य सममित वस्तुओं का एक अन्य उदाहरण है। 





>> द्वोफ, ने>#ृफ्त हर के 2०१३ + ३)....४.०२.२५॥ नव क्‍>पन-> +तरैंए न०त ५ अच्जी, >अरिमाजन्‍्>मःमकाण 3. अजमत करीनक 





() (४) 
आकृति 8,2 


सममिति कई प्रकार की होती है उदाहरणों थ बिंदु के सापेक्ष सममिति (5#क्रा8#) 66006 .6 
8०॥॥) , रेखा के सापेक्ष समर्मिति, तल के सापेक्ष सममिति, घृर्णते सममिति (#96#9४6 5977॥72/7) ) 
इत्यादि। इस एकक में हम ज्यामितीय आकृतियों की रेखाओं के सापेक्ष समिति, जो कि' रंखिक 
सममिति (/॥26/ 5907॥67)9 ) कहलाती है, का अध्ययन करेंगे और समभित आक्ृतियों की रचा 
करने की कुछ विधियों का वर्णन करेंगे। 


8.2 रेखा के सापेक्ष सममिति 

आइए, निम्त प्रयोगों का अध्ययन करें। 

प्रयोग ५: हम एक काग़ज़ का पन्‍ता लेते हें और उसे मोड़ लेते हैं। हमें एक भोड़ का निशान 
प्राव्त हो जाता है। माना यह 478 है। (देखिए आकृति 8:3) मोड़ी हुईं स्थिति में ही, आइए 
एक नुकीली पिन से कागज़ में छंद करें जिससे कि मोड़ के निशान के दोनों ओर एक एक छेद हो जीता 
है। अब हम कागज़ को खोल लेते हैं! हम देखते हैं कि हमारे पास एक रेखा 48 है और 
विषरीत ओर पिन द्वारा किए हुएं दो छेंद हैं जो कि मान लीजिए दो का (और 2 हैं। अब हम (7 
और 2? को बिंदुंकित रेखा द्वारा जोड़ते हैं जेसा कि आकृति 38,3 'में गया है । माना (2, 
42 को बिंदु ७ पर काटती है। क्‍ 

आइए ८0 और 07 को मापें। क्‍या ८(0--०2 है? पुत्र: अब हम (८०4, 0०4, 
८००४2 तथा (7702 को मापें। क्‍या ये सभी समकोण हैं ? 
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हम देखते हैं कि 42, ८४0 को 0 पर समद्विभाजित 
करती है तथा साथ ही (7०0 । 48 है। हम कहते हूँ कि . 
बिंदु ८ ओर ४ रेखा 478 के सापेक्ष सभ्रमित स्थित 
(3#ध/४८4/9 5४/४०४८८) हैं या यह कि (/ और 2 न 0 


रेखा 42 के सापेक्ष सम्नित (5970/7677८) हैं। हम यह हर 
भी कहते हैँ कि रेखा 42 के सापेक्ष ८, 22 का समसित है 
तथा 22, (/ का सममित है 
# 
आकृति 8.3 


अब आइए एक समतल दर्षण (#ध79) लें और 
उसे इस प्रकार खड़ा करें कि उसका सीधा किनारा 42 
के सम्पके में रहे तथा बिंदु ७ दर्पण के सामने रहे। (देखिए. ८ 
आकृति 8,4) ८ का प्रतिबिम्ब कहाँ पर स्थित है? क्‍या 
यह 2? पर प्रतीत होता है 





आकृति 8:24 


अब दपंण को इस प्रकार खड़ा करें कि उसका सीधा किनारा 47 के सम्पक में रहें तथा बिंदु 20 

दर्पण के सामने रहे! 2? का प्रतित्रिम्ब कहाँ स्थित है ? क्‍या यह 0 पर प्रतीत होता है 
अतः हम देखते हैं कि यदि 48 एक दर्पण हो, तो ८ और 2, 49 में एक दूसरे के प्रतिबिम्ब 
हैं। इस प्रकार 8/3288.8 33700: तो हम. यह भो कह सकते हें कि वे उस रेक्षा 
एक दूसरे वपजण ग्रश7० साव65 ह 
ह प्रयोग 2: आइए एक दूसरा कागज़ लें और उसे मोड़ें। फिर मुड़ी हि स्थिति में ही एक 
पिन से कागज़ में दो विभिन्न स्थानों पर छेद करें। अब हम कागऊ को ख्तोल सेते हें। हम देखते हैं 
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कि हमारे पास एक मोड़ का निशान है जो कि हम मान लेते हें कि ९ 5 
रेखा 42 है तथा साथ ही पिन द्वारा किए हुए चार छेंद हैं जो कि हम ४ 

मान लेते हैं कि बि दे 3), & और #' हैँ। साथ ही ७ और 7, हे है 
478 के एक ओर हैं तथा £ ओर /' दूसरी ओर जेसा कि. / ३ 
आकृति 8,5 में दिखाया गया है। क्या हम कह सकते हैं कि ७ और / है 
2, 492 के सापेक्ष सममित हैं? 2 मौर /' के बारे में आप क्‍या / ६ 
सोचते हैं ! 


है. 
आहइृति 8.5 
आइए अब रेखाएं (0 और /#' खींच । यदि हम कागज को पुनः 42 पर मोड़ें तो क्या :थ' 
28 ८7) पर गिरेगी? हाँ। हम कहते हें कि रेखाएं 60 और /#, 48 के सापेक्ष सममित 
|| हम यह भी कहते हैं कि 4» के सापेक्ष, (०), //" का सममित है तथा 2४", (४0 का समसित है। 
न पहले की तरह हम यह भी कह सकते हैं कि (70 और >थ एक दूसरे के 4/ में दर्पण प्रतिबिस्य 
| ह 
प्रयोग 3: आइए एक कागज का नया पतना लें और प्रयोग 2 को केवल इस अंतर के साथ 


बह कि हम कागज में दो के स्थान पर तीन जगहों पर छेंद् करें जैसा कि आक्ृति 8.6 में दिखाया 
गया है। 


5 [2 
४९ 6 
६ / ) 
। कु घ्‌ / ; ही 
| >0 | #< ऐ 
| ८ न है 
| हु हि है 
री (2 ५ 
|; हु हे 

८ 
5 : 


( 


ब्राकृति 8.6 
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जब हम कागज़ को खोलते हैं तो देखते हैं कि हमें एक रेखा, मान लीजिए, £ तथा छःविदृ, 
मान लीजिए, 4, #&, ८, 20, £ और / प्राप्त होते हैं। अब हम 20, 6.4, 478 तथा #7४, #), 
27 खींचते हैं। अब हमारे पास एक रेखा / तथा दो त्रिभुन 426 और #0/7 
हैं। ऐसे दो त्रिभुज / के सापेक्ष परस्पर सममभित कहलाते हें। क्‍या ७4४8८, / में 67/#' का 
दर्षण प्रतिबिम्ब है? /५०/४" और /472८ के बारे में हम क्या कह सकते हैं? 


यदि हम कांगज़ को पुनः / पर मोड़ें तो 33 (४2०7८ पूर्णतया ७42८ पर गिरेगा जिससे 
कि 20, 4 पर; £, 2 पर तथा £', ८ पर गिरे? क्‍या हम कह सकते हैं कि त्रिभुज 480 
और /)/:7 सर्वागसम हें ? 


उपर्युक्त प्रत्येक प्रयोग में रेखा 48 या / समसिति रेखा (77/४ ८०/ 97॥॥727») या सममित्ति 
मदद (८४४5 ० 59॥0772४79 ) कहलाती है। 


अब (रेखा के सापेक्ष) सममिति की कल्पना  चतुभुज, पंचभुज, इत्यादि तथा व्यापक रूप में 
बिंदुओं, रेखाओं या रेखाखंडों से बनी किसी भी ज्यामितीय आकृति के लिए सरलता से लागू किया जा 
सकता है! प्रत्येक दशा में, दोनों आकृतियाँ सममित रेखा में एक दूसरे के दर्पण प्रतिबिम्ब होते हैं तथा 
यदि उस कागज़ को, जिस पर ये बनी हुई हैं, समभित रेखा पर मोड़ा जाए तो पहली आकृति, पूर्णतया 
दूसरी पर गिरती है। दूसरे शब्दों में, कागज़ को सममित अक्ष के अनुदिश मोडकर एक को दूसरे के 
साथ संपाती (८०४४८८४४) किया जा सकता है। 


अत: हम कहते हैं कि वो आक्रृतियाँ एक दी हुई रेखा के सापेक्ष सममित होती हैँ यदि वह रेखा 
में एक दूसरे के दर्पण प्रतिविम॒4 हों अर्थात्‌ यदि कागज को रेखा के अनुदिश मोड़ा जाए तो दोनों आकृ्तियाँ 
परस्पर रांपाती हो जाएं। तब यह रेखा, सममिति अक्ष कहलाती है । 


प नीचें सममित आक्ृतियों के कुछ युग्म तथा उनके सममिति अक्ष दे रहे हैं। (देखिए आकृति 
8.7 


८ हे & हु 
9 | 
प् ५ (_ऊ € ) 8 
(५ / 
का ; ८ &छ (ए ८ 


(2 () 


साकृति' 8,7 
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(॥) (५) 
आकृति 8.7 : सममित आक्ृतियाँ 


प्रयेक आकृति में सममित विद्ुओं के युग्मों को 4, 4; 92, 2'; इत्यादि से ब्यक्त किया 
गया है । 


8.3 सममित आक्ृतियों के युग्मों के कुछ गुण 


8,3.] प्रयोग 2 में हमें सममित॒ बिदुओं के दो सुग्मों 

6, £ और 20, / से सममित्त रेखाओं (४० और /#' का 

एक युग प्राप्त हुआ था। आइए, ८४0 पर कोई अन्य ४ 
बिंदु 2 लें। 47 के सापेक्ष 2? का प्रतिबिम्ब कहाँ स्थित + 

होगा ? अनबन हम 27? | 4#& खींचतें हैं तथा 7? को 

बढ़ाते हैं जिससे कि वह 777” से (2. पर मिले। (देखिए 8 ५ 
भाकृति 8,8) क्‍या //१--7२० है ? क्‍या (2, 2 का 
प्मरमित है ? | 





4 
आक्रृति 8,8 


इसी प्रकार यदि प्रयोग 3 में हम' 0 4.9८ की किसी भी भुजा पर कोई बिंदु /? लें तो हम देखेंगे 
कि उसका सममित 0, /७४२०0/%” की संगत भुजा पर स्थित होगा। वास्तव में यह सममित आक्ृतियों 
के युग्मों का एक व्यापक गुण है। सममित आक्रतियों के युग्म, समसित बिदुओं के यग्सों के बने होते 
हैं। दूसरे शब्दों में, यदि हमारे पास' सममित आक्तियों का एक युग्म हो तथा एक बिंदु इनमें से फ्रिसी 
एक के अनुदिश चलता है तो इस बिंदु का सममभित दूसरी आकृति के अनुदिश चलेगा । 
॥4.०-($ 
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माना आकृति 8.6 में एक बिंदु 4 से 2, 2 से ( तथा वापिस (/ से .4 की ओर चलता है। इस 
बिंदु का सममित किस प्रकार चलता है ? स्पष्ट है कि /? से /:, /: से /” तथा वापिस /? से /) की ओर | 
साथ ही हम यह देखते हूं कि दोनों बिंदु विपरीत अभिदिशाओं (०//४५४६१ 5७४5१) के दो पत्रिभज 
बनाते हैं। पुनः यह भी सममभित आक्वतियों के युग्मों का एक व्यापक गुण है। सममित आक़ृतियों 
के यग्स विपरीत अभिदिज्ञाओं में बनते हूँ। 


88. 3.2 सर्वांगससता और सममित आकृतियों के युग्म 

हम दो ज्यामितीय आक्रतियों की सर्वांगसमता से पहले ही से परिचित हैं। उदाहरणार्थ, आकृति 
8.9 में दोनों त्रिभमम 2(7/९ और 22८ सर्वांग्सम हैं। ७२207 को ७3०८ के संपाती 
किया जा सकता है। 2/४ और 2८, #2 और ८०, 20 और 29 बराबर भुजाओं के यग्म हैं। 


?ि 4५ 


() रि है 4 4. 
आकृति 8.9 


यदि एक, बिंदु पहले त्रिभुज की भुजाओं ४9९, ४2 और 709, के अनुदिश चले तथा एक दूसरा विदु 
दे तिभुज की संगत भुजाओं 2८, «४ और 227 के अनुदिश चले तो हम देखते हैं कि दोनों विदु 


त्रिभुजों की भुजाओं के अनुदिश एक ही दिशा में चलत हैं। 


/" अब हम आकृति 8.6 को लेते हैं। वहाँ हमने देखा था कि यदि हम कागज़ को / के अन॒दिश 
मोड़ें तो 7०८7१ ७.4८ के संपाती हो जाता है। अतः हमें त्रिभुजों 4/0(/ और /07:४ को सर्वागितम 
त्रिभुज मानना चाहिए। परन्तु हम यह भी देख चुके हैं कि ये दोनों त्रिभुज एक बिंदु और उसके सममित 
द्वारा विपरीत अभिदिशाओं में बताए गए हैं। 


उपर्युक्त दोनों स्थितियों में परस्पर भेद दिखाने के लिए हम कहते हैं कि आकृति 8.9 के त्रिभुज 
2(0/९ और 22८ सोधे सर्वांगससम (८//८८४१ ८०७१४7४४४!/) हें जबकि आकृति 8.6 के दोनों त्रिभुज 
4.20 और /0/07 विपरीत सर्वागसम (0//0//४[१ ८०४६7४९॥४) हैँ । 


चुँकि सममित रेखा पर कागज को मोड़कर सममित आक्षतियों के युग्मों को परस्पर संपाती 
किया जा सकता है तथा साथ ही चूँकि ये आक्ृतियाँ विपरीत अभिविद्ञाओं में बनती हैं इसलिए हम कह 
सकते हैं कि समभित आकृतियों के गुग्प विपरीत सर्वांगसम होते हूं । 
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विद्यार्थी को चाहिए कि वह अक्षति 8.7 में दिए हुए आक्ृति युग्मों के लिए इस कथन की सत्यता 
की जाँच कर। 
8.4 समभित आंक़तियाँ 
क्च्छेद 8 ] की भूमिका में समिति की संकल्पना को 
दर्शने के लिये हमने ताजमहल, एक तितली और एक 
प्ती के चिंत्च दिए हैं।ये चित्र स्वयं में सममित हैं। 
नं से प्रत्येक चित्र में हम एफ मध्य रेखा देख सकते हैं 
जौ चित्र को दो भागों में इस प्रकार बांटती है कि यह 
दोतों भाग इस रेखा के सापेक्ष एक दूसरे के साथ सममित 
हैं। हम तीचे कुछ सरल ज्यामितीय भाक्तियां दे रहे हैं 


जो स्वयं में सममित हैं । 
8, 4, ! बर्ग ; 





आकृति 8.0 में (2८7 एक वर्ग है तथा #, /”, 6 
भौर सर क्रमश: उसकी भूजाओं 423, 2८, ८४ और 2).4 | 
के मध्य-बिदु हैं। आइए ४? और 6 को जोड़ें। क्‍या 77८70  ौ दि 8 
धौर 27706 आयत हैं ? आकृति 8.0 


अब हम बर्ग को ४:०७ पर मोड़ते' हूं। क्या आयत 47262), आयत 2766 के संपाती हो जाता 
है? हाँ, ऐसा ही होता है। ज्वीर्ष 4, 2 के संपाती है तथा 20, ८ के संपाती है। इस प्रकार, .४/76/2 
और 7:0८ रेखा /:0 के सापेक्ष आयतों का एक सममित युग्म है। हम केवल यही कहते हें कि बरें 
8809 रखा 7:27 के सापेक्ष सममित है जो किस म्मुख भुजाओं के एक युग्म वो भ्ध्य-बिदुओं को 
मिलाती है तथा यह कि /:0, वर्ग के लिए एक सम्रप्तिति रेखा या अक्ष है। 


क्या यह वगे रेखा 2५7, जो कि सम्मुख भुजाओं के दूसरे युग्म के मध्य-बिद्रुओं को मिलाती है, के 
सापेक्ष सममित है ? ' 


कया वर्ग की कोई और सममिति अक्ष भी है? आइए विकर्ण .40 को देंखें। 

यदि हम वर्ग को .4(८ पर मोड़ें तो क्या होगा ? क्‍या वर्ग 4८ के सापेक्ष सममित है? हाँ ! 
अब हम दूसरा विकर्ण 8 लेते है। हम देखते हैं कि वर्ग 5.0 के सापेक्ष भी सममित है। 
क्या वर्ग की अब भी कोई और सममिति अक्ष है ? अभी तक ज्ञात चारों सममिति अक्षों में से 


प्रत्येक, वर्ग के केन्द्र 0 से होकर जाती है। आइए केन्द्र 9 से जाती हुई कोई और रेखा /./४ को देखें जो 
कि भुजा //0 को ४, पर तथा 26 को /४ पर काटती है। (देखिए आकृति 8.) यदि हम वर्ग को 
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४ 
4.१४ पर मोड़ें तो क्‍या होंता है ? बया चतुर्भज /.0/८7, ८ री 
चतुर्भूज 7.0/48.4 के संपाती हो जाती है ? नहीं ! यह एक /र 
भिन्न स्थिति /.0४2770 धारण कर लेता है। दूसरे शब्दों में, 
दिया हुआ वर्ग 49(7०,7.3/ के सापेक्ष सममित नहीं है। 


आकृति 78.77 
संक्षेप में वर्ग अपनी सम्मुख भुजाओं के युश्सों के मध्य-बिदुओं को जोड़ने से बनने वाली दो रेखाओं 
के सापेक्ष सममित होता है तथा साथ ही दोनों विकर्णों के सापेक्ष भी । 


(० 
7 


[2 (5 ९ 

78.4- 2आयत £ आकृति 8, 2 में 4 9(270 [एक'आयत है 

तथा 2,/0,(7 और क्रमश: उसकी भुजाओं के मध्य-विदु 

हैं। इसकी सरलता से जाँच की जा सकती है कि 4 पु 
आयत, £८ और «धर जो कि उसकी सम्मुख भुजाओं वे; 

युग्मों के मध्य-विदुओं की जोड़ने वाली रखाएँ है, के 

सापेक्ष सममित है। 

/ ४ 8 
अआक्षति 8.2 


परन्तु क्या आयत्त बिकर्ण /(/ के सापेक्ष सममित 
है? आइए 47079 को (0 पर मोडें। /७.4८४0, 
८५४८७ के संपाती नहीं होता। वस्तृतः यह एक 
भिन्न स्थिति 4८४४ घारण कर लेता है। (देखिए 
आकृति 8,3) अतः आयत विक्र्ण 46८ के 
सापेक्ष सममित नहीं है । इसी प्रकार यह दूसरे बिकर्ण 
52) के सापेक्ष भी सममित्त नहीं है। 





कि] 
हित 
२ 
आकृति 8,9 
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वास्तव में आयत केवल अपनी सम्मुख भुजाओं के यग्मों के सध्य-बिन्दुओं से बनो दोनों रेखाओं 
के सापेक्ष समभित होता है। 

अब आइए कल्पता करे कि आक्ृति 8,3 के दो त्रिभुज 4260 और ८४०04 पतले गत्ते के 
बने हैं। क्या हम ७८४०4 को ७.486 पर इस प्रकार रख सकते हैँ कि वे परस्पर संपाती हो जाएँ? 
हाँ, हम ऐसा कर सकते हैं तथा इसमें ८, 4 पर गिरेगा, 0, 2 पर गिरेगा और 4, ८ पर गिरेगा | 
दूसरे शब्दों में, / 47207 और (८५४०८ सर्वागसम हैं। अतः हम देखते हैँ कि विफर्ण (८, आयत्त 
4709) को दो सर्वागसम भागों में विभाजित करता है। परन्तु फिर भी 46 सममिति अक्ष नहीं है। 
क्यों ? क्योंकि दोनों सर गिसम जिभुज विकर्ण में एक दूसरे के दर्पण प्रतिथिम्ब नहीं हैं । 

इस प्रकार एक रेखा क्रिप्ती आकृति को दो सर्वांगसम भागों में विभाजित कर सकती है परन्तु 
यह सममिति अक्ष केवल तभी होगी जबकि दोनों भाग इस रेखा में एक दूसरे के दर्यण प्रतिबिम्ब हों । 





वि (॥) £ (५) 

8.4. 3 सभदियाहु लिपुज : अफकृति 8.4 

आइए एक कागज़ का पन्‍ना 48८2 लें जिसमें 48 और (2 के मध्य-बिदु क्रमश: £ और £' 
हू। [देखिए आकृति 8.4 (१) ] फिर हम कागज़ को 20४7 पर मोड़ते हैं जेसा कि आक्षति ४.]4 (६) 
में दिखाया गया है। अब हम कैंची की सहायता से एक॑ कोना 27.) काटते हैँ और कागज 
को खोल लेते हैं। [देखिए आकृति 8.4(77)] साथ ही आइए कटे हुए भाग को भी खोल लें 
जैसा कि आकृति 8.84 (47) में दिखाया गया है। पन्ने में से समह्रिवाहु त्रिभुज के आकार का एक 
भाग 77.06 कट गया है। (क्यों?) साथ ही, ./7.70/-- ////773/590? । क्या: (६7४१४ 


असमात भुजा 2.7. के मध्य-बिंदु को संम्मुख शीर्ष /४ से मिलाने वाली रेखा 0/2 के सापेक्ष सममित 
हैं? हां! हम कहते हैं कि प्रत्येक समद्विबाहु त्रिभुन असमान भुजा के मध्य-बिदु को उसके सम्मुख 
शीर्ष से मिलाने वाली रेखा के सापेक्ष सममित होता है। हि | 

क्या कागज़ का शेष बचा हुआ भाग [देखिए आकृति 8.4 (78)] #0४ के सापेक्ष सममित 


हैं? हाँ! 


गणित 





8 
/ /ि 
(|) (|) (॥) 


आकृति 8,5 


8.4,4 पुनः आइए एक बागज़ का पत्ता लें भोर उसे रखा 4.2 के अनुदिश मोड़ें। [दिए आक्रृति 
8.5 (3)| एक कंची की सहायता से अब हम छायामय भाग काट लेते हूँ जैसा कि आक्षति 8,5 (॥) 
में दिखाया गया है और कागज को खोल लेते हैं। [देखिए आकृति 8.5(7॥7) | कटा हुआ भाग 
तथा कागज़ का झोप बत्ता हुआ भाग दोनों ही रेखा 8 कं सापेक्ष समभित्त हें | 

अत: (तल में) कोई ज्यामितीय आकृति सममित तब कहलाती है जबकि (तल में) कोई ऐसी 
रेखा ज्ञात हो सकती हो जो इस आकृति को दो सर्वा गसम भागों में विभाजित करे तथा प्रत्येक भाग इस 
रेखा में एक दूसरे का दर्पण प्रतिबिम्ब हो जाए। तब आकृति को इस रेखा के सापेक्ष समझभित कहा 
जाता है तथा रेखा सममिति अक्ष कहलाती है। 

ऐसी ज्यामितीय आऊुति जिसकी कोई सममिति अक्ष न हो असममित्त (॥ठ/-)फाधा९/४४) 
कहलातो हे | 

असममित ज्यामितीय आकृतियों के कुछ उदाह रण नीचे दिए जा रहे हैं : 


2५४९३ 


ह () (४) 


आकृति 8.6 
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प्रदनावली 8. ] 
. 4286 एक समबाह त्रिभुज है ओर 2, £ तथा # क्रमछा: उसकी भुजाओं 80', ८७ 
ओर 68 के, मध्य-बिंदु हैं। त्रिभुज को कितनी सममिति अक्ष हैं? इनके नाम बताइए। 


/। हरि 5 





2. आकृति 8,7 में 48८70 एक समभांतर चअतुर्भज 
है। क्या इसकी कोई सममिति अक्ष है 


(९ 


भाकहृति 78.7 
3. जाँच कीजिए कि वृत्त अपने प्रत्येक व्यास के सापेक्ष सममित होता है ! 


4, बेल्द्र ० का एक बत्त लीजिए और इसे 60 के 
कोण के छ: बिज्यख्लंडों में विभाजित क्रीजिए जेसा कि 
आकृति 8.8 भें दिखाया गया है। 48,20 इत्यादि 
को जीड़िए और एक सम पदगुज 20707: प्राप्त 
कीजिए | इसकी छः सममिति अक्ष हैं। इनमें से तीन धिकर्ण 
47), 258 और (४' हैं। क्या आप घोष तोन विकर्ण ज्ञात 
कर सकते हैं? उनके नाम बताइए। 


5, कैन्र 0 का एक वृत्त लीजिए और चाँदे की 
सहायता से इसे 72?" के कोण के पाँच तिज्यखंडों भें 
विभाजित कीजिए जैसा कि आकृति 8.9 में दिखाया गया 
है। 48, 8८, इत्यादि को जोीड़िए और एक सम पंचभुज 
42८70& प्राप्त कीजिए। इसकी पाँच सममिति अक्ष 
हैं। क्‍या आप इनको खोज कर इनके नाम बता सकते हैं ? 





आफूदि १७.!9 
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5 केन्द्र 0 का एक वृत्त लीजिए और, इसके दो लम्ज 
व्यास 277 और (८00 खींचिए। कोणों /0(/ और 
(07४ को क्रमश: व्यासों 2077 और 2207४ से समदिभा- 
जित कीजिए (देखिए आकृति 8.20)। ब्या ये व्यास 
कोणों //06८' और 00.4 को भी समद्रिभाजित करेंगे? 
बया अब बृत्त 45" के कोण के आठ तिज्यखंडों में विभाजित 
हो गया है ? 2, 2८ इत्यादि को जोड़िए और एक सम 
अप्दभुज 7८27. प्राप्त कीजिए । सम अष्टभुज की 
कितनी सममिति अक्ष होती है ? वया आप इन सबक नाम 
बता सकते हैं ? 





आकृति 8,90 
7, प्रकार की सहायता से अपनी कापी पर संलग्त 
आक्ृति (आकृति 78.2]) खीचिए। इसकी कितनी 
सममिति अक्ष हैं ? 
भक्ति 8.2] 


8, 2 सेमी और 3 शेमी की त्रिज्याओं के दो वृत्त इस प्रकार खींचिए कि उनके केदों के बीच 
की दूरी 6 सेमी रहे। इस आकृति का समभिति अक्ष ज्ञात कीजिए । 
9. 2 सेमी त्रिज्या के दो वृत्त इस प्रकार खींचिए कि उनके केन्द्रों के बीच की दूरी 5 सेमी रहे। 
इस आकृति के सममिति अक्ष ज्ञात कीजिए | 
0, एक ही केन्द्र तथा 3 सेमी और 4 सेमी चिज्याओं के दो वृत्त खींचिए। इस आकृति के 
कितने सममित्ति अक्ष हैं ? 
7, अंग्रेजी वर्णमाला के बड़े (८४४७|) अक्षरों में कौन से अक्षर ऊर्ष्वाधर रेखा के सापेक्ष 
सममित हैं? कौन से क्षैतिण रेखा को सापेक्ष ? कौन से दोनों रेखाओं के सापेक्ष ? 
2, हिन्दी वर्णमाला के कौन से अक्षर सममित हैं? उसकी (उनकी) सममिति अक्ष भी बताइए । 
3. एक बृत्त और उसकी एक जीवा खींचिए। इस प्रकार बने वृत्त के दीर्घ खंड (#दु0 
देखते हैं !' और लघु खड़ (#6707 38६॥४४) के क्रमश: समिति अश्न ज्ञात कीजिए। आप क्या 
देखते हैं 
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4, एक अर्धवृत्त का सममित्ति अक्ष ज्ञात कीजिए । 
5, वृत्त का एक त्रिज्यखंड दियां है। उसका सममिति अक्ष ज्ञात कीजिए । 


8, 5 रचनाएँ 

8, 5. एक दी हुई रेखा के सापेक्ष एक दिए बिदु के सममित एक बिंदु की रचना करना 
माना / दी हुई रेखा है तथा 4 दिया हुआ 

बिंदु है। हम यह रचना निम्न चरणों में करते हें : अल 


चरण : 2 को केन्द्र मानकर और एक उपयुक्त 
त्रिज्या लेकर हम / को 2 और (2 


पर काठता हुआ एक चाप खींचते हें। । 

चरण 2: अब 2? को केंनद्र मानकर तथा 24 ; लकी 
त्रिज्या लेकर हम एक चाप खींचते हैं 
जो कि 4 से होकर जाएगा |! 


चरण 3: अब (१, को केद्ध मानकर और चरण 
2 वाली ही त्रिज्या (24 के बराबर) है) 
लेकर हम एक और चाप खींचते हैं। 
यह चाप भी बिंदु « से होकर जाएगा 
(क्यों?) तथा पहले चाप को .4 के 
दूसरी ओर एक अन्य बिंदु, मान 
लीजिए, 2 पर काटेगा। 


तब # ही वांछित बिंदु है। (देखिए 
आकृति 78.22) ४ और » रेखा 
के सापेक्ष सममित हैं। 
यदि 4, रेखा / पर स्थित हो तो क्‍या 
होग।? क्‍या हमें आकृति 8.23 से कुछ संकेत 
मिलता है ? आकृति 48,23 
क्‍या 5, 4 के संपाती होगा ? हम देखेंगे कि 
यवि फोई बिदु समिति अक्ष पर स्थित हो तो वह स्वयं के समणित होता है । 


आकृति 8.22 





8, 5, 2 दो बिए हुए बिंदुओं की समभिति अक्ष की रचता करता 
भानां 4,और 2 दो दिए हुए विदु हैं। 
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हम यह रचता निम्न चरणों में करते हैं : 
खरण 4: 4 को केन्द्र मानकर और 3 7 से अधिक तिज्या कप 
लेकर हम एक चाप खींचते हैं 
चरण 2: तब / को केन्द्र मानकर और वही शिज्या लेकर 
जो चरण व में ली थी हम पहले चाप को बिंदुओं /? 
और (2 पर काटता हुआ एक अन्य चाप खींचते हैं। # ४ 
चरण 3: अब हम रेखा /?? खीचने हैं। तब ४0 ही दिए 
हुए बिंदुओं 4 और # की वांछित समसमित्ति रेखा 


;। (देखिए आकृति 8,24) ' (५ 
[यदि हम चरण | में त्रिज्या 3 49 से अधिक न लें तो 
ब्घभ आएगी 9 
रचना में क्या कठिनाई आएगी ? ] आज 824 


8.5.3 एक वी हुई सममिति रेखा के सापेक्ष एक दिए हुए रेखाखंड क॑ सममित रेखाखंड की रचना करना। 
माना 2 दिया हुआ रेल्लाखंड है और / सममितति रेखा है। 


नह 


हम यह रचना निम्न चरणों में करते है : 


चरण १: हम पहले / के सापेक्ष . के सममित बिंदु की रचना करते 


हैं। (देश्लिए अनुच्छेद 8,5.) मान लीजिए यह विदृ ९ 
की है | द ) 
चरण 2: फिर हम / के सापेक्ष 8 के सममित बिंदु 22 की रचना 
छ 


करते हैं।... 
चरण 3: अब हम ८ और 2) को जोड़ते हैं । 
तब (८४0 ही / के सापेक्ष रेखाखंड (2 का वांछित 


सममित रेखाखंड है। (देखिए आकृति 8.25) 
आक्वति 8.25 


8. 5. 4 दो दी हुई रेखाओं की सम्तर्मित रेखा की रचना करता । 


स्थिति 7: माना / और # दो रेखाएं हैं 
और वे बिंदु 0 पर प्रतिच्छेद करती हें। हम / 
और # के बीच के कोण का समद्विभाजक 0/ 
खींचतें हें। “ तब 02 रेखाओं / और # के लिए 
एक समभिति रेखा है। [देखिए आकृति 8 26(१) ] 





(|) 


मआफ्ति 8,26 


रंखिक समम्तिति 895 


, आइए 0 पर 00, | 07 खींचे। क्या / और # के लिए रेखा 00, भी एक समभिति रेखा 
है। हाँ' 
स्थिति 2: माना कद / और # समांतर |! 
हैं। आइए / पर कोई बिदु और 7 लें 20, | ! 
खींचें जो कि # से (, पर मिले। (क्या 2, पर के ऑन मी! जज: 
20 | # है? ) अब हम /? और (0 की समभिति # 9 
रेखा /४$ खींचते हूँ। (देखिए अनुच्छेद 8.5.2) 
तब 08 ही / और % की. सममित्ति रेखा है। के 8. 
[देखिए आकृति 8.26 (॥)] ६) 
आकृति 8.28 
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प्रदनावलो 8.2 


), एक त्रिभुज 420 और रेखा / सींचिए। उस पिभुज को रचना कीजिए जो कि / के 
सापेक्ष 0.4.0(/ के समसित हो । 

2, एक वत्त पर कोई बिंदु / लीजिए और वत्त का एक व्यास खींचिए जो? में से 
होकर न जाता हो । इस॥व्यास के सापेक्ष बिदु 2! के सममित बिंदु 0, की रचता कीजिए। क्या 
९ भी वृत्त पर स्थित हैं डे 


3, आकृति !8,27 में 270, वृत्त की“ 
एक जीवा तथा 4.2 एक व्यास है। क्‍या आप एक जीवा, 
मात लीजिए, 705 की रचना कर सकते हैं जो 48 के '* 8 
सापेक्ष (2 के सममित हो ! 


आऊँति 8,27 


4. केर्द्र 0 वाले वृत्त पर दो बिंदु ? और ९, स्थित हैं। / और (, की सममिति रेखा खींचिए । 
क्या यह 0 से होकर जाती है ! 


उत्तरम्ाता 
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7) 9४--645-- (4» | 8) (४) 2%8--47- ( 35- 9) (78) 4--०-- ( 4४+- 5) 


प्रश्नावली 7.4 


7. (४) ४ (४2) घर (४) का (४०) 74 (०), --82%% (४) -- 7 24.६ 
(१४ ] 88+ ( हि ) - | 288 (४४) (077 (&) [84१0 4४) [ 2 085%%८5 

% (7) -“740४ | 5५४ (8) 6 -- रद) (सं) ++20%45-- 6० (४०) - 32४9 -- 8४४ 
(०) 3४१%-- 7 8४8१ -- ३७३४९ ४ (४४) 204 -- 40% »-|- 089 
(68) ++ १ यो -- 2 कप |. | शा (४४) 8४-- 4 65% -- ] 6४6 -- 4 08 

3, (7) 94*-|-] 86: - ]0 (7) शक्ली-+ हक7-- (77) 4267-- प्र८8-- 28 
(70) 4४ --2४५ | 9 (७) वर ]900-9.. (४) #+ 3४४-+-2 

4. (7) 307"-- #थ् (7) ]0॥# (677) ४०6+-0* (77) 446 (४) #७#-+- 0) 
(ए) #४१-|- 22 (४) 6 | 246 (भंग) ॥7-- 248 (4४) 26१-|- 328 +- 30% 

प्रन्‍नावली 7.5 
3, (7) -3 (४) 0 (४४) “52 (7४) 3 (०) 4. (०) 20 


(७४) -“-4 ((ंध) “24 


एकक शा 

प्ररनावली 8. 
. (४) #&८२5 (४) 2२4 (॥#) हालत 3 (0) 4554 (०) उअच्च्ब 

(०) मल 2 (४४४) ह 

प्रह्नावली 8,2 
]६ है ८:2८ 5 2 न था: 9 पे लड़ रू गौ सु 5, रस 4 6, क कै 3 प # चन्यी 
8. 29घ-०- 4. 0, # घ्य 2 40. <-:0 ]], हम 20 42 #5२- ] 
33 #रा 4, #.४ ० ० 45, ४: 0 36. #&च| 7. #ल्न2 
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प्रशनावली 8.3 


3. है | 4 2« ९ () 0. ४ |। है। कर ट्े 4 ॥। रद, 4. 2 5. 7 छ, 09 
6. 23 भी, 29 मी 7, 30 मरी 8. 25 पैस की सिक्‍सी ; 20 और 0 पैसे के शिवरयों : 40 
9. ]00,00 रु० के पुरस्कार; 9 और 25,00 & के पुरएएकार : 44 0- 5 बर्ष 


बिधिध प्रश्नावली ॥५ 


(एकक शत और जगा पर) 


3. (7) एकपदी है। (7) और (४) हिंद हैं; (8) और (४०) तिपद £ 
2. (7) 2-7 (8) #0. (सा) - % (४०) 4#+-५ 
3. (7) 4-+-8--४ (8) >>) (77) #नै- 7 
4. (7) 297%- 2-22... (2) -+268--26. (४) “३४ न 0४-- 9 8, पेश + 39 
6. (४) 6५9-- 3॥#8-- 0४ (7४) 2४)7-- 5)". .४---४१-- 7 7, 60 कक 
8. (7) 3७७४-69. (२) 4-०6. (४7) 9--६-- 86 
0 ७३. (४-७ (#) +। (७) 5... (०) “8 
१0. (7) 3 (४) 9 (४7) (77) 0 (०) 0 
4, (१) डर्टी (४) 27-4४ (४7 ) %2--० 7) (;४) 3855 - 50 (०) ८ यह अर 
9 (7) हऔ-७ (8) #5+-% + ४७ (08) «१ -ह820+4- 697... [४०) 3३१-। ७४-- 7४ 
23- (४) (४) 495 (7४) 7. 234. ४-७ 0 6. 44 एकक 
37. 4)3-- 220“ 2४-- 829“ 8 8. (४) -+] (४) 8 
9. (क) (7) #वदमा5 (7४) ८0७॥7६/९४-७) (78) ८/4॥726/2/0 
89. (ख) (7) |#९/०४घवा (7) बरबदाएशा (70) शफफाशत) 20. (४) ४ 49 [४४ ४ - 9 
(४) द्रजआन- ] (४०) न (४) के न॑शु (०४) ४८:०० ') (शवों ) ४ 9-0) (/४) मा! 
(४) ४₹२9 2, 25 22. राम: 220, श्याम : 300; जीवन : 230 
23, 230 24- 602, 86 25. 34 सेमी 26, 3800 किसी 
एकक 7 
प्रदनावली 9,] 
7, (४) :8 (2) 5: 4 (7) 588+% के (४) ये छ (४) है 9 
(77) 2: 3 (77) 3:85 (०) 3:20 (०) 3:44. (णां) 4:] (णां) : 4 
(४४) 4: 7 4 3:2 5. 4 किमी 7. 25 घन सेमी 8. 4 9. 800 
प्रदतावली 9.2 
2, (४7) और (०) 'समानुपात में है| 3. (को) हाँ. (स) हाँ 


४६, 5, 6 33 7३ 3650 8. 9 0७ +*27] 


समय (मिनटों भ)__ 2 3 7... 25 55 
“* ऊंचाई (मीटर में ) | 2. 36 84 300 860 
दामशा (गी प्र म) हर ५] पु 2 5 ०0 
कप ता (रूपया भ॑) | 78 ]04 82 390 520 
3, 39, 05, 78, 30 किलोग्राम 4, --6 5. 45: ], 8 घंटे, 90 किमी 
8. ॥8 मी 
प्रश्तावली 9.4 
पर | सतत 72 708 4-/ 
7. (४) >> | 48 हर 6 2 
हे * £# 50 765 [70) ॥॥[|50 200 
(7४) ञ | 3700 200 850 00 75 
2. (7) 80 (४८) 60 3. 58 किमी प्रति घंटा * 8 5. 4 
6. 0 दिन 7. 8 घंटे 8. (४) ४300 (४) 60 सेमी 
प्रन्‍नावली 9.5 
॥ (0) 4: 5 (४) 8: ।॥ (80) ७:०2 (27) ]9: 20 ०) 3:2 
2. (४) 40 <० (४४) (५00 (6) 7०गें (7०) 24 मीटर ०) 27 
3. 2.0/0 #७० 4. 8॥. 00 रू० 5. 7568 
6. 7500 २०, १४२४७ 5०, 8750 रु० 7. ]32 8. 49% 
गंगावली 9,6 
, 02]0 २०9 ४, गा) ७4 5०, ४५४५ 3, 4320 २० 4. 50 रु० 
5. ०40 रु० 6, :200 २० 7- 594 5०, 94 २० 8, 34500 २० 
प्रस्नावली 9.7 
3. 525 रू० 2, 72 म०, 300॥0 8० 3, 45 रू० 4. 2600 रु० 
5, 350 7:०, 4950 *० ४. 0',09 
एकक री. 
. कितनों ही रेलाएं प्रहनावली 0.7 
2, एक 3, (7) एक. (0) तवीतव + 6 (४) 24, 826, 2.9 
(४) (9, 670, ८.-। (8) 72.3, 70, 728 6. 3 7, 6, 6 
8, 2, 2, 204 3, 7, 720: ०, 7", £& 9. 70 70. 7 
एकक ४ 
प्रह्यावली .7. 
). (7) 9 (४४) 0 [77 2, 6 


उत्तरभाजता 


प्रदनावली 9.3 
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प्रननावली .2 
. (7) 4827>07 (४) 4850५ (मं) 42<67 
2. हाँ 3, 0 
ग्रदनावली 4. 3 


7. (7) 300 सेमी. (४) 240 सेमी (४४) 4935 रोमी (70) 520 सेमी 
2. (7) 60 मिमी (४2) 64 मिमी (४) 2000 मिमी (7०) 3400 मिमी 
(०) 4520 मिमी 4 3 सेंभी 


प्रश्नावली . 4 
3, 6,5 सेभी 5. 7.5 सेमी 
एकक +#।77 
प्रदणावली १2.7 
3. /+मठट या ८ मे; ८24 था ८0 3, &( 07, 202, 0०० 4... 2 
«  प्रदनावली 2.3 
3. उत्तर 4, दक्षिण पर, 40", 20", 0?, 60", 485" 
8, 30", 30", 0", 00" 9. (४), (४7), (४४), (४४) और (८3) पूरक हैं; 
४०) , (०), (०) और (#४) संपूरक हैं. ॥7. 45? . 49, 90"  73. (क) सत्य 
ख) असत्य 74 न्यूत कोण 8. 432 
प्रहलावली 2-7 
3. 0 और ४ अध्यंतर में है; 3४ बहिभाग में है 
2. नहीं, नहीं $, नहीं, नहीं 
एकक जँगया 
परश्नावली 3.2 
3., (7) ८628. (४) ८7०० 2. ८2707 
प्रन्‍नावली 3. 3 
. 45 अत 6 3, 70? 
प्रन्‍्नावली 3. 5 
2. हाँ 
एकक #9 
प्रद्नावली 44.4 


7. 5. 


उत्तरमाला 


प्रदनावली ]4.2 


१. नहीं 2. नहीं 3. (४) 80" (7४) 60" 77) 30? (70) ८5-८८ 05-45? 
र की] प् क्र ; हि ््य 4 5 
4. (क) (7), (४)... (ख) (छं) (ग) (१४) 5. (7) और (४) सत्य हैं 
7. 6.6 सेमी 8. हाँ 9. 30*, 60', 90?; समकोण निभज 
0, 45", 457, 90” कक 
प्रन्‍नावली 4,3 
2 समबाहू 3, 30* 307 4. 45', 45” 
एकक < 9७ 
प्रद्नावली 35.7 
3. (क) भर (ग) सत्य है 4. हाँ 6. हाँ 8. 260" 
| प्रई्तावली 5.2 
4. नह 
एकक | एगरा 
प्रशनावली !7. 
, 42227 और 2027, 2667 और 4शसः 2. वर्ग 3. वर्ग 
4. 'वग 5. (7) 4४ और 2667 (४) 4800 और एफस्नाठ.. (#) म्कछाप और 


बम. 6. (2 24, 2, 246. (४) 24, 28४, 260. (॥) #6, मर, ८6 
7. 23, मं; झप्त। 6, 8; 67॥ 0, 7; 70/7। 


प्रदनावली हु ही 


१. | +(770 और अकरा) (सी) #छऋदाय और फन्‍ट4 (8) क्रछ2 और 426 
2. (7) 428, 470, 0 7) 27, 272), खा (व) 460, 26, >८ 
4. (४) 8, १8, 2 (४) 0, 24, 6 
प्रडना|यली 7.3 
2. 24, 00; ८4, 08 + हाँ &$& 6, १0, 8. 6. [/) 9 79%, 7 
((/ 8,* है। पुन 8 
? ह एकक छा 
प्रदनावली 8.7 


3, 40, 2, (7. 2. नहीं 
5 ख भुजाओं के तीन युग्मों के मध्य-बिंदुओं को जौड़ने वाले रेखाएं 
को उनकी सम्मुख भुजाओं के भध्यर्बिंदुओं से जोड़ने वाले रेखाएं] 6. हाँ, हाँ, 8 
7. 6 8. उनके केन्द्रों को मिलाने वाली रेखा 
9. उनके केन्द्रों को मिलाने वाली रेखा। साथ ही, उनके केन्द्रों को जोड़ने वाले रेखाखंड का लस्ब समद्वरिभाजक॑ 
40.. कितनी ही 42, 5, इसकी ऊर्ध्वाधर रेखा 


33. जीवा का लम्ब समद्विभाजक 4. व्यास का लम्ब समप्तिभाजक 5, केन्द्रीय कोण का समद्रिभाजक 
प्रदनावली 8.2 


ही 


2. हाँ 4 हाँ 


कफ 


लुक 

अंकगणित 

अंकगणित की जाधारभूृत प्रमेय 
अंफित मान 

अंत्त: एकांतर कोण 
अंत: कोण 

अंत बिदु 

अंतर द्वारा तुलना 
अंतराष्ट्रीय अंकत पद्धति 
अंश 

अंशांकन 

मंशांकित रूलर 

अवस 

अवस वारनते का कांगज 
अक्षर गणनखंड' 

अक्षर संख्याएँ 

बंज्ञात 

क्षद्वितीय 

अधिक कोण 

बघिक्र कोण त्रिभुज 
अंधे वृत्त' 
अनुक्रमानुपात 
अनुक्रमानुपाती 
अनुपात 

अनुपात के पंद 
अनुप्रयोग 

मभाज्य गुणनलंडन 
मभाण्य गृणनखंडन गण 
अभाज्य युग्म' 

अभाज्य संख्या 
अभिगहीत 

अभिविशा 

अभ्यंतर 

अम्ल 

अवरोही क्रम 

असंरेखी 

असमसित 


पारिभाषिक शब्द-छतची 


((9॥( 

!व]800 

ए#प्रगतेद्वाशणंडं .]९607एक४ 0 ैलंएफला0 
िए० ७४५९८ 

26790 4707 छ52!85 

[76070" 97726 

00 90॥ऐ 

00रा08807 79 ए0ंगि७०९४९८ 
[स्‍दणाधचचिणाव 9786० रण श्रपादद्वांय॑णा 
0627'26 

एशथपेएशा2078 

शाध्पेएडस्‍/टरत >प्रोद 

07802 

8०7 96" 

[(ह79) (86007 

वटएओ 70065 

पाविएशाः) 

पाततुए6 

0908७ 2ए6 

00प5९ था 2० 

887070]6 

दए#ह०५ 900०7907४0०7[9066९ करथ्च॑707 
प7८०0ए ए70०7ण०7४/४०४०ए० (7०50५ 
790 

टाय78 0 (6 ६00 

शग2080075 

एप 80007 2440) 

एप्ाए82 #.850822707 2709 
गा 9707765 

0०76 गपाएऊेश' 

हद्धाणा 

8205५ 

चा।ओ।ण' 

806, 

(७०९7९ एपेट' 

70-00 7८६४ 

7070-89 श77टए५ 
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असमान' 

असमान चिन्ह 
असमान पद 
अप्टफाज 

आकृति 

आधार 

आधारभूत संक्रियाएँ 
आपततन गुण 

आगमत 

आयत्तन 
आयताकार लम्ब पिज्म 
आयताकारर समांतर परदड्फलक 
आरोही कम 
अआलम्न 

असचन्न कोण 
इरेटोसभीन्स की सीच 
उत्तरी ध्मव 
उभयशरनिष्ठ/सर्वे निष्ठ 
उभयभषत्तिष्ठ सीमा 
फंचारई 

ऊर्ष्वाधर तल' 
ऊर्ध्चाधर दिशा 
ऊर्ष्चाधर रंखा' 
ऊपर 

ऋजुक्रोण 

ऋण 

ऋणात्मक 
आऋणात्मक पूर्णाक 
एकक/मात्रक 

. एकक स्थान 
एकपदी 

एकांत्तर कोण 
एल्गोरिष्म 

कम्पन' आवृत्ति 
फिना रा' 

किरण 

केन्द्र 

कोण 

क्रमधिनिर्मेय 

क्रय सूल्य 

क्षैत्तिज तज' 

धीतिज रेखा 
खग्रोल शास्त्री 


एणित 


घाटवृएस) 

धाय4६6 5 छु॥5 

पाठ ((त्राव5 

0०९०9 &०5४ 

गिष्ठपए९ 

50 

पितेछलाएछो [0४४३ र)॥5 
इतएषांतृलदत्एट पएणा0७६५५ 
70५४9॥9]९ 

(९) 8 0५ ५ 

77:८4 ७ (07 छ ए१७॥6 वृधपदा] 
#टटाॉखाएपोशा' एछाजीएतुफुटत 
छा एजडा9 ७8 5 तैए४ 
चिएापजाा 

बल[ं्एसा ध्याए्र।८५ 
860ए८ 0ाी +७७०5४0॥९05 
[२९०७६ ?0!८2 
एएगायरा05 

ढ00च््राउणा 0फ५ग्रपैच्च-ए 
ग्दाप्टा। 

एटा।टखो एॉथा< 
आए4050) त७९७॥४७७७ 
ए27+00छ] |7८ 

खो0एएड 

8058 थाडहाट 
ए्रशंडगाए8 (ठप 
70[29:५0 

76छ579५ 479.0 8५7 
पाए 

घर्णा (४ एा००2८ 

द्07४0 0४5) 

छपरा: 37६22९३8 
2 077॥7]77 

एछा009 7०ए॒प्रद्माएए 
टपएट 

799 

एटा 

१740 ९0५ 

छपरा (ए७ 

९०४६ (0०८ 
(0:20ग्राणी फॉपह्शर 
्रणांडणााओ) 06 
लाए0:20प्राटर' 


खाता 

गणन' 

शणन' संख्याएँ 
गणित 
गतिधिधि 
गमन 

गहराई 
गुणज 

गणन 
गृणनखंड 
गणनखंडन 
गुणनफल' 
गणन सारणियाँ 
गुर्णांक 

घन 

घनम्‌ल 
घताभ 

घाते 

घातांक 
घूर्णन 

घूर्णन सममिति 
चतुर्थमूल 
चतुर्भुज 
पलुष्फलक 
सादा 

चाप 

चिन्ह 

चौड़ाई 
जीवा 
डिवाइडर 
तत्समक अवयव 
तल 

तापमान 
तियंक रेखा 


शत्रिज्य रेखाखंड 
तरिज्या 

त्रिपद' 

त्रिभुज 

तिभूजाकार क्षेत्र 
तिभुजाकार' संख्याएँ 
थोक विक्रेता 


पारिभाषिफ शब्द-सूची 
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79060प07 

0०णााः 

0००7७ ग्रणणा 68 
ग्र807465 
80 ए 
7'दाच00 

पैए9गी 
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